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Στη Βίκυ και την οικογένειά µου ...





Πρόλογος

Στην εργασία αυτή επεκτείνουµε το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών
που προτάθηκε από τους Angluin et al. στο [3], ούτως ώστε να µοντελοποι-
ήσουµε πιο ισχυρά δίκτυα αποτελούµενα από πολύ µικρά τεχνουργήµατα
περιορισµένων πόρων (πράκτορες), τα οποία είναι πιθανόν να ακολουθούν
µη-προβλέψιµη παθητική κίνηση. Οι πράκτορες αυτοί επικοινωνούν µόνον
κατά Ϲεύγη σύµφωνα µε τις επιλογές ενός εχθρικού δροµολογητή. ΄Ενας κα-
τευθυνόµενος (ή µη-κατευθυνόµενος) γράφος επικοινωνίας αποτυπώνει την
ακόλουθη πληροφορία : κάθε ακµή (u, υ) του γράφου υποδηλώνει ότι επιτρέ-
πεται κατά τον υπολογισµό να συµβούν µία ή περισσότερες αλληλεπίδρασεις
του u µε τον υ στις οποίες ο u είναι ο µυητής και ο υ ο αποκρινόµενος. Το
νέο χαρακτηριστικό του µοντέλου των πρωτοκόλλων πληθυσµών µε διαµε-
σολαβητή το οποίο προτείνουµε στην παρούσα εργασία είναι η ύπαρξη ενός
παθητικού παρόχου επικοινωνίας τον οποίο καλούµε διαµεσολαβητή.

Ο διαµεσολαβητής είναι µία απλή ϐάση δεδοµένων µε δυνατότητες επι-
κοινωνίας. Βασική δουλειά του είναι να διατηρεί τις επιτρεπόµενες αλληλε-
πιδράσεις σε κλάσεις επικοινωνίας, τον οποίων ο αριθµός είναι σταθερός και
ανεξάρτητος του µεγέθους του πληθυσµού. Για τον λόγο αυτό υποθέτουµε
ότι κάθε πράκτορας του πληθυσµού έχει έναν µοναδικό προσδιοριστή (ίσως
εργοστασιακό) τον οποίο ο ίδιος δεν µπορεί να γνωρίζει. ΄Οταν δύο πράκτορες
πρόκειται να αλληλεπιδράσουν αποστέλουν τους µοναδικούς προσδιοριστές
τους (ταυτότητες) στον διαµεσολαβητή ο οποίος τους κοινοποιεί την κλάση
στην οποία ανήκει το µεταξύ τους κανάλι επικοινωνίας (δηλαδή, την κατά-
σταση του κατευθυνόµενου ή µη Ϲεύγους των προσδιοριστών τους) και οι
πράκτορες ανανεώνουν την κατάστασή τους και την κατάσταση της µεταξύ
τους ακµής ϐάσει µίας καθολικής συνάρτησης µετάβασης. Εάν η µεταξύ
τους αλληλεπίδραση δεν επιτρέπεται ή µε άλλα λόγια αν το Ϲεύγος αυτό δεν
υπάρχει στη ϐάση δεδοµένων του διαµεσολαβητή οι πράκτορες ενηµερώνον-
ται ότι ϑα πρέπει να µαταιώσουν την αλληλεπίδραση. Παρατηρούµε ότι µε
τον τρόπο αυτό αρχίζουµε να αποκτούµε κάποιον έλεγχο σχετικά µε την α-
σφάλεια του δικτύου και επιπλέον µέσω του διαµεσολαβητή µπορούµε ανά
πάσα στιγµή να γνωρίζουµε την τοπολογία του δικτύου.
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Ισοδύναµα, είναι σα να επιτρέπουµε στις ακµές του γράφου επικοινωνίας
να έχουν καταστάσεις από ένα σύνολο καταστάσεων ακµών σταθερού πληθι-
κού αριθµού. Ο εναλλακτικός αυτός τρόπος να δούµε το νέο µοντέλο έχει
πολλά πλεονεκτήµατα ως προς την τυπική µοντελοποίηση και τον σχεδιασµό
πρωτοκόλλων αφού µας επιτρέπει να παραβλέψουµε τις λεπτοµέρειες υλο-
ποίησης του διαµεσολαβητή. Επιπρόσθετα, επεκτείνουµε περαιτέρω το νέο
µοντέλο επιτρέποντας στις ακµές να έχουν κόστη από ένα επίσης σταθερού
πληθικού αριθµού σύνολο τα οποία είναι µόνο προς ανάγνωση. Εν συνεχεία
επιτρέπουµε τους κανόνες µεταβάσεων των εκάστοτε πρωτοκόλλων να δια-
ϐάζουν τις καταστάσεις του Ϲεύγους πρακτόρων που αλληλεπιδρούν και την
κατάσταση και το κόστος της ακµής µέσω της οποίας γίνεται η αλληλεπίδρα-
ση (αν, ϕυσικά, έχουµε ορίσει κόστη στο πρόβληµά µας) και να ανανεώνουν
όλα αυτά τα στοιχεία πέραν από τα κόστη που είναι µόνο προς ανάγνωση.
Παρατηρούµε, εποµένως, ότι οι προδιαγραφές των πρωτοκόλλων του νέου
µοντέλου συνεχίζουν, όπως και στο [3], να είναι ανεξάρτητες του µεγέθους
του πληθυσµού και συνεχίζουν να µην χρησιµοποιούν µοναδικούς προσδιο-
ϱιστές, δηλαδή, το νέο µοντέλο διατηρεί τα χαρακτηριστικά της κλιµάκωσης,
της οµοιοµορφίας και της ανωνυµίας.

Τα Πρωτόκολλα Πληθυσµών µε ∆ιαµεσολαβητή (Mediated Population Pro-
tocols - MPP) που προτείνουµε µπορούν να υπολογίσουν σταθερά ιδιότητες
γράφων σχετικά µε τον γράφο επικοινωνίας. Για να το δείξουµε αυτό παρου-
σιάζουµε πρωτόκολλα για το µεγιστοτικό ταίριασµα, την µεταβατική ϑήκη, τις
ακµές ελαχίστου κόστους και το ελάχιστο µονοπάτι από τη ϱίζα ως τα ϕύλλα
ενός έξω-κατευθυνόµενου δέντρου και αποδεικνύουµε την ορθότητά τους.

Εν συνεχεία, δείχνουµε ότι το µοντέλο των πρωτοκόλλων µε διαµεσολα-
ϐητή αποτελεί ένα ισχυρότερο υπολογιστικά µοντέλο από το κλασικό µοντέλο
των πρωτοκόλλων πληθυσµών. Πρώτα παρατηρούµε το προφανές, ότι, δηλα-
δή, το κλασικό µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών είναι ειδική περίπτωση
του νέου µοντέλου, άρα το νέο µοντέλο µπορεί να κάνει σίγουρα τουλάχιστον
ότι και το κλασικό. Εν συνεχεία παρουσιάζουµε ένα πρωτόκολλο µε διαµεσο-
λαβητή το οποίο υπολογίζει σταθερά το γινόµενο δύο ϑετικών ακεραίων στην
περίπτωση που ο G (γράφος επικοινωνίας) είναι πλήρης κατευθυνόµενος και
συνεκτικός. Τα κατηγορήµατα που περιλαµβάνουν πολλαπλασιασµό δύο α-
κεραίων µεταβλητών δεν είναι ηµιγραµµικά και στο [6] έχει αποδειχθεί ότι τα
κλασικά πρωτόκολλα πληθυσµών σε πλήρεις γράφους υπολογίζουν σταθερά
µονον ηµιγραµµικά κατηγορήµατα, άρα µε τον τρόπο αυτό δείχνουµε ότι υ-
πάρχει τουλάχιστον ένα κατηγόρηµα που ενώ δεν υπολογίζεται σταθερά απ’ το
ϐασικό µοντέλο υπολογίζεται σταθερά από το µοντέλο το οποίο προτείνουµε.
Για τις ανάγκες της απόδειξης διατυπώνουµε και αποδεικνύουµε ένα γενικό
Θεώρηµα σχετικά µε τη σύνθεση δύο πρωτοκόλλων πληθυσµών µε διαµε-
σολαβητή, το ένα εκ των οποίων χρησιµοποιεί σταθεροποιούµενες εισόδους.
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∆είχνουµε, επίσης, ότι όλα τα κατηγορήµατα που υπολογίζονται σταθερά απ’
το µοντέλο µας ανήκουν (µη-οµοιόµορφα) στην κλάση NSPACE(m), όπου
το m συµβολίζει το πλήθος των ακµών του γράφου επικοινωνίας. Τέλος, ορί-
Ϲουµε τα πιθανοτικά πρωτόκολλα πληθυσµών µε διαµεσολαβητή, στα οποία ο
δροµολογητής επιλέγει σε κάθε ϐήµα την επόµενη αλληλεπίδραση ισοπίθανα
µεταξύ των ακµών του γράφου επικοινωνίας και δείχνουµε ότι κάθε Peano
κατηγόρηµα που υπολογίζεται σταθερά από ένα πιθανοτικό MPP µπορεί να
επαληθευτεί σε αιτιοκρατικό πολυωνυµικό χρόνο.

Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον κ. Ιωάννη Χατζηγιαννάκη, τα µέλη της
τριµελούς επιτροπής αξιολόγησης της παρούσας εργασίας κ.κ. Χρήστο Κα-
κλαµάνη και Σωτήρη Νικολετσέα και ιδιαίτερα τον επιβλέποντα Καθηγητή κ.
Παύλο Σπυράκη για την εµπιστοσύνη που µου έδειξε, για τον πολύτιµο χρόνο
που σπατάλησε στις, για εµένα, πολύτιµες συζητήσεις µας και για το γεγονός
ότι µε έκανε να εκτιµήσω την αξία και να δω την οµορφιά της µαθηµατικής
ϑεµελίωσης των εκάστοτε τεχνολογιών.

΄ΟΘων Σ. Μιχαήλ
Πάτρα, Μάρτιος 2009
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η αρχή είναι το ήµισυ του παντός.

1.1 Παραδοσιακά Κατανεµηµένα Συστήµατα

Στα παραδοσιακά κατανεµηµένα συστήµατα η συνήθης υπόθεση είναι ότι κά-
ϑε πράκτορας του συστήµατος, δηλαδή κάθε ανεξάρτητη υπολογιστική µονά-
δα (πιθανώς εφοδιασµένη µε κάποιους αισθητήρες), είναι τόσο υπολογιστικά
ισχυρή όσο και µία αιτιοκρατική (ντετερµινιστική) µηχανή Turing. Επο-
µένως, στα παραδοσιακά κατανεµηµένα συστήµατα ϕανταζόµαστε µία συλ-
λογή αυτόνοµων υπολογιστών (ισχυρών υπολογιστικών µονάδων) που µέσω
κάποιας δικτύωσης µπορούν να επικοινωνούν µεταξύ τους (π.χ. µπορεί να
ανταλλάσσουν µηνύµατα µέσω καλωδίων).

Τα κατανεµηµένα συστήµατα χρησιµοποιούνται καθηµερινά στο χώρο των
επιχειρήσεων, της εκπαίδευσης, της δηµόσιας διοίκησης αλλά ακόµα και στο
σπίτι, ιδιαίτερα στις µέρες µας, όπου ο παγκόσµιος ιστός επιτρέπει την πρό-
σβαση σε δεδοµένα ανεξαρτήτως της γεωγραφικής τους τοποθεσίας. Οι ϑε-
µελιώδεις δυσκολίες που πρέπει να αντιµετωπιστούν από ένα κατανεµηµένο
σύστηµα σχετίζονται κυρίως µε τους ακόλουθους παράγοντες :

• Ασύγχρονη εκτέλεση διεργασιών: το ετερογενές περιβάλλον εκτέλεσης
των διεργασιών δεν επιτρέπει τον απόλυτο ή έστω και σχετικό εντοπι-
σµό της χρονικής στιγµής εµφάνισης συγκεκριµένων καταστάσεων του
συστήµατος.

• Περιορισµένη τοπική γνώση: εφόσον κάθε υπολογιστική µονάδα είναι
ενήµερη µόνο για τις πληροφορίες που µπορεί να προσπελάσει, διαθέ-
τει µια σαφώς περιορισµένη οπτική εικόνα της συνολικής κατάστασης
τους συστήµατος.
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• Σφάλµατα: κάθε µια από τις υπολογιστικές µονάδες που αποτελούν το
σύστηµα µπορεί να αντιµετωπίσει κάποιο σφάλµα, ϑέτοντας ορισµένες
µονάδες εκτός λειτουργίας.

Η Θεωρία του Κατανεµηµένου Υπολογισµού έχει ως ϐασικό στόχο την ε-
πίτευξη ενός πλαισίου εργασίας για τα κατανεµηµένα συστήµατα µέσω του
οποίου ϑα µπορέσουµε να εντοπίσουµε τα ϑεµελιώδη προβλήµατα που εµ-
ϕανίζονται στην πλειοψηφία των καταστάσεων που αντιµετωπίζουν τα κατα-
νεµηµένα συστήµατα και να επιχειρήσουµε να τα ορίσουµε µε σαφήνεια.
Εποµένως, µας δίνεται η δυνατότητα να σχεδιάσουµε και να αναλύσουµε
την απόδοση αλγοριθµικών λύσεων για την επίλυση των προβληµάτων και
να αποδείξουµε την ορθότητα και ϐέλτιστη λειτουργία τους. Με άλλα λό-
για, επιχειρούµε να µοντελοποιήσουµε σε ένα αφαιρετικό ϑεωρητικό πλαίσιο
τα συστήµατα αυτά, έτσι ώστε να µπορέσουµε να καταλήξουµε σε ορισµένα
καθολικά και αποδεδειγµένα συµπεράσµατα σχετικά µε την εγγενή πολυπλο-
κότητά τους και τις υπολογιστικές τους δυνατότητες, κατά τρόπο ανάλογο µε
αυτόν που ακολουθήθηκε (και συνεχίζει να ακολουθείται µέχρι και σήµερα)
για τους συµβατικούς υπολογιστές.

1.2 ∆ίκτυα Αισθητήρων

Η σύγχρονη πρόοδος στην τεχνολογία των µικρο-ελεκτρο-µηχανικών συστη-
µάτων (MEMS), των ασύρµατων επικοινωνιών και της ψηφιακής ηλεκτρονικής
έχει καταστήσει δυνατή την ανάπτυξη κόµβων αίσθησης χαµηλού κόστους (λι-
γότερο από 1$ Ηνωµένων Πολιτειών ανά τεµάχιο), χαµηλής κατανάλωσης ε-
νέργειας που µπορούν να επιτελούν πολλές λειτουργίες. Οι αισθητήρες αυτοί
έχουν πολύ µικρό µέγεθος (π.χ. στόχος του προγράµµατος SmartDust ήταν
το µέγεθος αυτό να µην ξεπερνάει τα λίγα τετραγωνικά χιλιοστά) και έχουν
δυνατότητες τοπικής ασύρµατης επικοινωνίας. Αυτοί οι τόσο µικροί κόµβοι
αίσθησης έχουν κάνει εφικτή και πραγµατοποιήσιµη τη δηµιουργία δικτύων
αισθητήρων τα οποία ϐασίζουν τη λειτουργικότητά τους στην συνεργασία ενός
µεγάλου αριθµού τέτοιων κόµβων.

΄Ενας κόµβος αίσθησης αποτελείται από πέντε κύριες συνιστώσες :

• ΄Εναν ελεγκτή (κεντρική µονάδα επεξεργασίας του κόµβου) για να επε-
ξεργάζεται όλα τα σχετικά δεδοµένα και να µπορεί να εκτελεί κώδικά.

• Κάποια µνήµη για να αποθηκεύει προγράµµατα και ενδιάµεσα δεδο-
µένα· συνήθως, διαφορετικοί τύποι µνήµης χρησιµοποιούνται για τα
προγράµµατα και τα δεδοµένα.
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• Αισθητήρες και µηχανισµούς κίνησης που αποτελούν τα µέσα αλληλεπί-
δρασης του κόµβου µε τον έξω κόσµο: είναι συσκευές που παρατηρούν
ή ελέγχουν ϕυσικές παραµέτρους του περιβάλλοντος.

• Κάποιο µηχανισµό επικοινωνίας: η δικτύωση των κόµβων απαιτεί την
ενσωµάτωση σε αυτούς κάποιας συσκευής που να έχει τη δυνατότητα
αποστολής και λήψης πληροφορίας µέσω ενός ασύρµατου καναλιού.

• Παροχή ισχύος: Συνήθως, οι κόµβοι δεν έχουν κάποια σταθερή παρο-
χή ισχύος (σε ορισµένες εφαρµογές µπορεί να είναι δυνατή η ύπαρξη
ηλιακών κυψελών ή άλλων µηχανισµών περιορισµένης άντλησης ενέρ-
γειας από το περιβάλλον) και ως εκ τούτου είναι απαραίτητη η ύπαρξη
κάποιου τύπου ενσωµατωµένης µπαταρίας για την παροχή ενέργειας
στον κόµβο.

Η γενική ιδέα είναι ότι ένας µεγάλος αριθµός κόµβων αίσθησης τοποθε-
τείται σε κάποιο περιβάλλον (π.χ. δάσος, ποτάµι, κτίριο κ.ο.κ.) για να παρα-
τηρεί ορισµένες παραµέτρους του περιβάλλοντος. Οι κόµβοι χρησιµοποιούν
τους αισθητήρες και τους µηχανισµούς κίνησης τους οποίους διαθέτουν για
να αλληλεπιδρούν µε το περιβάλλον και επικοινωνούν µεταξύ τους και µε
κάποιο σταθµό ϐάσης ο οποίος συλλέγει τα δεδοµένα των παρατηρήσεων και
των υπολογισµών του συστήµατος (δικτύου). Για παράδειγµα, µπορούµε να
ϕανταστούµε την ϱίψη µεγάλου πλήθους αισθητήρων, από αέρος, σε ένα δά-
σος µε σκοπό την δηµιουργία ενός δικτύου που ϑα αναλάβει να σηµαίνει
συναγερµό εάν ανιχνευτεί πυρκαγιά στο δάσος.

Εποµένως, ένα δίκτυο αισθητήρων µπορούµε να πούµε ότι αποτελείται
από ένα µεγάλο αριθµό κόµβων αίσθησης οι οποίοι παρατάσσονται είτε εν-
τός του ϕαινοµένου (π.χ. εντός ενός εργοστασίου µε διαρροή ϱαδιενέργειας)
είτε πολύ κοντά σε αυτό. Η ακριβής ϑέση των κόµβων δεν οφείλει απα-
ϱαίτητα να είναι προσχεδιασµένη. Αυτό επιτρέπει την τυχαία διασπορά σε
µη-προσβάσιµες περιοχές ή περιοχές που έχουν πληγεί από κάποια κατα-
στροφή. Από την άλλη µεριά, αυτό σηµαίνει επίσης ότι τα πρωτόκολλα και οι
αλγόριθµοι που σχεδιάζονται για δίκτυα αισθητήρων ϑα πρέπει να διαθέτουν
ικανότητες αυτοοργάνωσης. ΄Ενα άλλο µοναδικό χαρακτηριστικό των δικτύων
αισθητήρων είναι η συνεργατική τους λειτουργία. Καθώς οι κόµβοι είναι εφο-
διασµένοι µε επεξεργαστικές µονάδες, αντί να αποστέλλουν όλα τα δεδοµένα
στο σταθµό ϐάσης για επεξεργασία, αναλαµβάνουν µε κατανεµηµένο τρόπο
να εκτελούν απλούς υπολογισµούς (συνεργατικά) και αποστέλλουν µόνο τα
απαραίτητα και τα µερικώς επεξεργασµένα δεδοµένα στη ϐάση.

Τα δίκτυα αισθητήρων ϐρίσκουν πληθώρα εφαρµογών. Κάποιες από αυ-
τές είναι η υγεία, η διευκόλυνση της καθηµερινής Ϲωής των ανθρώπων (π.χ.
έξυπνα κτίρια), η εξοικονόµηση ενέργειας, οι στρατιωτικές επιχειρήσεις και
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η ασφάλεια. Ως ένα παράδειγµα αξίζει να αναφέρουµε την ιδέα των έξυπνων
κτιρίων. Είναι γεγονός ότι τα σύγχρονα κτίρια σπαταλούν τεράστιες ποσότητες
ενέργειας λόγω µη-αποδοτικής κατασκευής ως προς την υγρασία, τον εξαερι-
σµό και τον κλιµατισµό. ΄Ενα δίκτυο αισθητήρων µπορεί να χρησιµοποιηθεί
για να ελέγχει όλες αυτές τις παραµέτρους και να τις ϱυθµίζει ανάλογα µε
τις ανάγκες. Υπολογίζεται ότι µε τη χρήση τέτοιων συστηµάτων ϑα εξοικονο-
µηθούν µόνο στις ΗΠΑ δύο τετράκις εκατοµµύρια ϑερµικές µονάδες. Στην
ουσία, τα δίκτυα αισθητήρων είναι σε ϑέση να παρέχουν στον τελικό χρήστη
επιπρόσθετη ευφυία και καλύτερη κατανόηση του εκάστοτε περιβάλλοντος.
Το όραµα είναι ότι στο µέλλον τα ασύρµατα δίκτυα αισθητήρων ϑα αποτε-
λούν ένα αναπόσπαστο κοµµάτι της καθηµερινής Ϲωής των ανθρώπων, ίσως
σε µεγαλύτερο ϐαθµό απ’ ότι οι σηµερινοί συµβατικοί υπολογιστές.

Η πραγµατοποίηση τέτοιων εφαρµογών απαιτεί τη χρήση ασύρµατων τε-
χνικών ad hoc δικτύωσης. Παρότι πληθώρα πρωτοκόλλων και αλγορίθµων
έχει προταθεί για τα παραδοσιακά ασύρµατα ad hoc δίκτυα, αυτά δεν ικανο-
ποιούν τα µοναδικά χαρακτηριστικά και τις απαιτήσεις των εφαρµογών των
δικτύων αισθητήρων. Οι ϐασικές διαφορές των δύο τεχνολογιών είναι οι εξής :

• Το πλήθος των κόµβων σε ένα δίκτυο αισθητήρων είναι αρκετές τάξεις
µεγέθους µεγαλύτερο.

• Οι κόµβοι αίσθησης παρατάσσονται σε πυκνή διάταξη.

• Οι κόµβοι αίσθησης είναι επιρεπείς σε σφάλµατα και ϐλάβες.

• Η τοπολογία ενός δικτύου αισθητήρων µεταβάλλεται πολύ συχνά.

• Οι κόµβοι αίσθησης έχουν πολύ περιορισµένη ενέργεια, µνήµη και
υπολογιστικές δυνατότητες.

• Οι κόµβοι αίσθησης µπορεί να µην έχουν µοναδικούς προσδιοριστές
(IDs) λόγω του µεγάλου τους πλήθους (ϑα απαιτούνταν µεγάλες απο-
ϑηκευτικές δυνατότητες).

1.3 Πρωτόκολλα Πληθυσµών

΄Οπως είδαµε, οι κατανεµηµένοι αλγόριθµοι για τα παραδοσιακά κατανεµη-
µένα συστήµατα υποθέτουν ότι οι επιµέρους πράκτορες που αποτελούν το
σύστηµα είναι υπολογιστικά ισχυροί, ικανοί να αποθηκεύουν µη-τετριµµένη
ποσότητα δεδοµένων και να εκτελούν σύνθετους υπολογισµούς. Σε συστή-
µατα όµως που αποτελούνται από τεράστιο πλήθος ϕτηνών και µικρών πρα-
κτόρων οι πόροι που είναι διαθέσιµοι σε κάθε πράκτορα µπορεί να είναι
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ισχυρά περιορισµένοι. Τέτοιοι περιορισµοί δεν είναι απαγορευτικοί εάν ο
κατασκευαστής του συστήµατος µπορεί να ελέγχει τον τρόπο µε τον οποί-
ο διεξάγονται οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ των πρακτόρων. Στην περίπτωση
αυτή τα συστήµατα µπορούν ακόµα και να προσοµοιώσουν µηχανές Turing
γραµµικού χώρου. Εάν όµως οι αλληλεπιδράσεις αυτές δεν υπόκεινται σε
έλεγχο, π.χ. εάν διεξάγονται µε τυχαίο τρόπο λόγω της τυχαίας κίνησης στην
οποία αναγκάζει το περιβάλλον τους πράκτορες, τότε σε αυτή την περίπτωση
δεν είναι προφανές ποια είναι τα υπολογιστικά όρια.

Τα δίκτυα αισθητήρων, που συζητήσαµε στην προηγούµενη ενότητα, είναι
ένα κλασικό παράδειγµα αυτού του ϕαινοµένου. Κάθε κόµβος αίσθησης έχει
µεγάλους περιορισµούς σχετικά µε την παρεχόµενη ισχύ, την αποθηκευτι-
κή και υπολογιστική ικανότητα και τις δυνατότητες επικοινωνίας λόγω της
ανάγκης να κρατηθούν το κόστος και το µέγεθος κάθε κόµβου σε πολύ µικρά
επίπεδα. Η έρευνα στο πεδίο των δικτύων αισθητήρων έχει αρχίσει να επικεν-
τρώνεται στην χρήση δυνατοτήτων κατανεµηµένου υπολογισµού µε στόχο τη
µείωση του κόστους επικοινωνίας. Παρότι συνήθως υποθέτουµε ότι οι κόµβοι
αίσθησης είναι στατικοί ή σχεδόν στατικοί, γεγονός που επιτρέπει την εφαρ-
µογή στρατηγικών που ϐασίζονται σε σταθερή δροµολόγηση, η υπόθεση αυτή
δεν είναι καθολική στην ϐιβλιογραφία των δικτύων αισθητήρων.

Το ϐασικό ερώτηµα που τίθεται είναι τί υπολογισµούς µπορεί να ϕέρει
σε πέρας ένα συνεργατικό δίκτυο παθητικά κινούµενων πεπερασµένων αυ-
τοµάτων µε δυνατότητα αίσθησης του περιβάλλοντός τους. Με άλλα λόγια,
ϑεωρούµε ότι κάθε κόµβος αίσθησης είναι ένα πεπερασµένο αυτόµατο που
µπορεί να αισθάνεται το περιβάλλον του. Το ότι ο κόµβος είναι µία τόσο α-
σήµαντη υπολογιστική συσκευή αντικατοπτρίζει την απλότητα και το χαµηλό
κόστος που πρέπει να διέπει τους κόµβους αίσθησης στα δίκτυα αισθητή-
ϱων. Αυτού του είδους οι πράκτορες υποθέτουµε ότι ϐρίσκονται σε διαρκή,
µη-προβλέψιµη κίνηση (π.χ. κάθε µέλισσα µίας κυψέλης εφοδιασµένη µε
έναν τέτοιο πράκτορα) και επικοινωνούν κατά Ϲεύγη όταν δύο τέτοιοι πράκτο-
ϱες έρχονται σε επαφή ή σε πολύ κοντινή απόσταση. Φυσικά, κάθε τέτοιο
πεπερασµένο αυτόµατο ϑεωρούµε ότι µπορεί να αποθηκεύει µόνο δεδοµέ-
να σταθερού µεγέθους, ανεξάρτητα δηλαδή απ’ το µέγεθος του πληθυσµού.
΄Ετσι, οι προδιαγραφές των πρωτοκόλλων πρέπει να είναι σταθερές και ανε-
ξάρτητες του µεγέθους του πληθυσµού και επιπλέον τα πρωτόκολλα πρέπει
να είναι ανώνυµα αφού η σταθερή µνήµη των πρακτόρων δεν επιτρέπει την
χρήση µοναδικών προσδιοριστών.

Επιπλέον, τί υπολογισµούς µπορεί να ϕέρει σε πέρας ένα τέτοιο σύστηµα
µε την επιπλέον δυνατότητα αποθήκευσης πληροφορίας στα κανάλια επικοι-
νωνίας ; Αυτό µπορεί να σηµαίνει είτε ότι οι πράκτορες µπορούν να αποθη-
κεύουν στα κανάλια επικοινωνίας κάποια από κοινού πληροφορία ανά Ϲεύγη
την οποία διαβάζουν και ανανεώνουν σε κάθε αλληλεπίδρασή τους, είτε ότι
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υπάρχει κάποιος παθητικός πάροχος επικοινωνίας, π.χ. κάποιος σταθµός
ϐάσης, ο οποίος κρατάει τις επιτρεπόµενες αλληλεπιδράσεις σε κλάσεις επι-
κοινωνίας των οποίων τα περιεχόµενα ανανεώνει ανάλογα µε τα αποτελέσµατα
των αλληλεπιδράσεων.

Στην παρούσα εργασία ϑα ασχοληθούµε µε αυτού του τύπου τα συστή-
µατα ακολουθώντας την ϑεµελιώδη προσέγγιση, προσπαθώντας, δηλαδή, να
ορίσουµε αφαιρετικά και ϱεαλιστικά µοντέλα έτσι ώστε να δώσουµε αυστηρές
µαθηµατικές απαντήσεις στα παραπάνω ερωτήµατα.



Κεφάλαιο 2

Το Μοντέλο των Πρωτοκόλλων
Πληθυσµών

Πολλά µπορούν να συµβούν όταν κάθε ψάρι εφοδιάζεται µε ένα
πεπερασµένο αυτόµατο που µπορεί να επικοινωνεί.

2.1 Νέας µορφής υπολογιστικά συστήµατα

Ο ιδιοκτήτης ενός ιχθυοτροφείου ϐρίσκεται σε απόγνωση. Αρκετά συχνά, τα
ψάρια του προσβάλλονται από έναν ιό J ο οποίος µεταδίδεται σε µεγάλο µέρος
του πληθυσµού. Τα µολυσµένα ψάρια δεν µπορούν να διοχετευτούν στην
αγορά. Υπάρχει ϕάρµακο κατά του J , το οποίο, όµως, είναι πολύ ακριβό, µε
αποτέλεσµα η χορήγησή του να συµφέρει µόνο εάν έχει µολυνθεί τουλάχιστον
το 5% του πληθυσµού. Επιπλέον, τα ψάρια παρουσιάζουν αµφιλεγόµενα
συµπτώµατα και µόνον ένας ειδικός (ϕθηνός) αισθητήρας ανίχνευσης που
εµφυτεύεται στο ψάρι µπορεί να διαπιστώσει µε ϐεβαιότητα τη µόλυνση απ΄
τον J . Τί λύση µπορεί να προτείνει η σύγχρονη τεχνολογία σε τέτοιου είδους
καθηµερινά, και όχι µόνο, προβλήµατα ;

Ας υποθέσουµε ότι κάθε ψάρι εφοδιάζεται µε έναν πολύ ϕθηνό και µικρό
πράκτορα. Κάθε πράκτορας αποτελείται από έναν αισθητήρα ανίχνευσης του
J , έναν επεξεργαστή, µία µνήµη σταθερού µεγέθους k = O(1) (µε σταθερό
αριθµό κελιών), έναν χαµηλής-ισχύος µηχανισµό τοπικής ασύρµατης επικοι-
νωνίας που του επιτρέπει να επικοινωνεί µε τους άλλους πράκτορες (όταν η
µεταξύ τους απόσταση είναι επαρκώς µικρή) και µία µπαταρία.

Για να διευκολύνουµε τη συζήτηση, ας υποθέσουµε αρχικά ότι ο ιδιοκτή-
της του ιχθυοτροφείου ενδιαφέρεται για το εάν τουλάχιστον 100 ψάρια έχουν
µολυνθεί. Υπάρχει ένα πολύ απλό πρωτόκολλο που λύνει το πρόβληµα αυτό
και που µπορεί να τρέξει στο σύστηµα που υποθέσαµε. Η ιδέα είναι ότι ό-
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ταν οι πράκτορες λάβουν ένα καθολικό σήµα εκκίνησης, οι αισθητήρες τους
πραγµατοποιούν τον έλεγχο ύπαρξης του ιού J . Αν ένας αισθητήρας ανιχνεύ-
σει τον ιό γράφει το σύµβολο 1 στη µνήµη του πράκτορά του, αλλιώς γράφει
το σύµβολο 0. Μόλις πραγµατοποιηθεί η εγγραφή του συµβόλου εισόδου στη
µνήµη, ο πράκτορας το διαβάζει και, αν είναι 1, το µετατρέπει στην κατάστα-
ση q1, αλλιώς στην κατάσταση q0. Ο πράκτορας πλέον είναι στην κατάσταση
υπολογισµού. ΄Οταν δύο πράκτορες που είναι στην κατάσταση υπολογισµού
µε καταστάσεις qi και qj συναντηθούν (λόγω του ότι τα ψάρια-ϕορείς τους
πλησίασαν το ένα το άλλο), τότε αν i + j < 100 ο ένας πράκτορας περνάει
στην κατάσταση qi+j και ο άλλος στην q0. Αντίθετα, αν i + j ≥ 100 τότε
και οι δύο πράκτορες περνούν στην κατάσταση q100. ∆ιαισθητικά, οι πράκτο-
ϱες τείνουν να συγκεντρώσουν το άθροισµα των µετρήσεών τους σε ένα µόνο
πράκτορα, αν όµως κάποια στιγµή αλληλεπιδράσουν δύο πράκτορες που το
άθροισµα των δεικτών των καταστάσεών τους είναι τουλάχιστον 100, τότε και
οι δύο περνούν στην κατάσταση συναγερµού q100 η οποία διαδίδεται εν συ-
νεχεία σε κάθε πράκτορα που την συναντάει. Είναι εύκολο να διαπιστώσει
κανείς ότι, αν οι συναντήσεις των ψαριών διεξάγονται µε δίκαιο τρόπο, η q100

ϑα εµφανιστεί και ϑα κατακλύσει το δίκτυο εάν και µόνον εάν τουλάχιστον
100 αισθητήρες ανίχνευσαν αρχικά τον ιό J , µε άλλα λόγια εάν και µόνον
εάν τουλάχιστον 100 ψάρια του πληθυσµού έχουν µολυνθεί. Η τιµή εξόδου
ενός πράκτορα είναι 1 αν ο πράκτορας είναι στην κατάσταση q100 και 0 αν
ο πράκτορας είναι σε οποιαδήποτε άλλη κατάσταση. ΄Ετσι, ο ιδιοκτήτης του
ιχθυοτροφείου µετά από κάποιο επαρκές χρονικό διάστηµα µπορεί να λάβει
την ορθή απάντηση από οποιονδήποτε πράκτορα του πληθυσµού.

Για να καταλάβει κανείς τί εννοούµε όταν λέµε ότι οι συναντήσεις πρέ-
πει να διεξάγονται κατά δίκαιο τρόπο, αρκεί να σκεφτεί τί ϑα γινόταν αν δεν
συνέβαινε αυτό. Για παράδειγµα, έστω ότι ένα ψάρι είναι πολύ άγριο µε
αποτέλεσµα τα υπόλοιπα να µην το πλησιάζουν ποτέ, ενώ το ίδιο περνάει
συνεχώς την ώρα του ακίνητο σε µία άκρη του ιχθυοτροφείου. Το ψάρι αυτό
είναι µολυσµένο από τον J (έχει µολυνθεί µέσω του νερού) όπως και 99 άλλα
ψάρια. ΄Οµως, επειδή δεν επικοινωνεί µε τον υπόλοιπο πληθυσµό, η µέτρη-
ση του πράκτορά του δεν γίνεται να αθροιστεί µε τις υπόλοιπες µετρήσεις
και, έτσι, το σύστηµα ϑα καταλήξει εσφαλµένα στο συµπέρασµα ότι µόνον 99
ψάρια έχουν µολυνθεί. Το παράδειγµα καταδεικνύει ότι για την διεξαγωγή
οποιασδήποτε µορφής ορθού υπολογισµού σε τέτοια συστήµατα, είµαστε α-
ναγκασµένοι να υποθέσουµε ότι οι αλληλεπιδράσεις διεξάγονται κατά δίκαιο
τρόπο και να ορίσουµε τί εννοούµε µε αυτό. Τον αυστηρό ορισµό ϑα τον επι-
χειρήσουµε αργότερα, όταν ϑα δώσουµε τον τυπικό ορισµό του υπολογιστικού
µοντέλου.

Παρατηρούµε ότι οι ίδιοι οι πράκτορες δεν ελέγχουν την κίνηση στην ο-
ποία υπόκεινται. Αντ΄ αυτού, είναι αναγκασµένοι να ακολουθούν την τροχιά
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που διαγράφει ο ϕορέας τους (το ψάρι) και λέµε ότι είναι παθητικά κινούµενοι.
Η παθητική αυτή κίνηση µπορεί να µοντελοποιηθεί µέσω της υπόθεσης ενός
εχθρικού δροµολογητή. Υποθέτουµε ότι ο δροµολογητής είναι δίκαιος. Το ‘‘ε-
χθρικός’’ χαρακτηρίζει το γεγονός ότι οι πράκτορες δεν έχουν κανέναν έλεγχο
πάνω στην κίνηση που τους επιβάλλει ο δροµολογητής. Ο δροµολογητής επι-
λέγει το ένα µετά το άλλο τα Ϲεύγη των πρακτόρων που ϑα αλληλεπιδράσουν
καθορίζοντας κάθε ϕορά ποιος πράκτορας είναι ο µυητής και ποιος ο αποκρι-
νόµενος. Για παράδειγµα, όταν αλληλεπιδρά το Ϲεύγος πρακτόρων (u, υ), ο u
είναι ο µυητής και ο υ ο αποκρινόµενος ενώ στο Ϲεύγος (υ, u) οι ϱόλοι είναι
αντίστροφοι.

Χρησιµοποιούµε έναν κατευθυνόµενο γράφο επικοινωνίας G = (V,E) χω-
ϱίς πολλαπλές ακµές και ϐρόχους, για να αναπαραστήσουµε τις επιτρεπόµε-
νες αλληλεπιδράσεις. Το V αναπαριστά έναν πληθυσµό |V | = n πρακτόρων,
ενώ κάθε e = (u, υ) ∈ E υποδηλώνει ότι κατά τη διάρκεια του υπολογισµού
µπορεί να συµβεί µία αλληλεπίδραση στην οποία ο u είναι ο µυητής και ο υ
ο αποκρινόµενος. Το πλήθος των ακµών ϑα συµβολίζεται µε το γράµµα m.
Αρχικά, ϑα υποθέσουµε ότι ο γράφος επικοινωνίας είναι πλήρης και αργότε-
ϱα ϑα χαλαρώσουµε αυτή την υπόθεση, οπότε και ϑα µιλήσουµε για γράφους
περιορισµένων αλληλεπιδράσεων.

Ορισµός 1. Η όλων-των-Ϲευγών οικογένεια κατευθυνόµενων γράφων επικοι-
νωνίας συµβολίζεται ως Gd

all και περιλαµβάνει για κάθε n τον πλήρη γράφο µε
n κόµβους.

΄Εχοντας ορίσει τον γράφο επικοινωνίας µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο
δροµολογητής επιλέγει ακµές και σε κάθε τέτοια επιλογή οι πράκτορες που
αλληλεπιδρούν είναι τα άκρα της ακµής µε ϱόλους που καθορίζονται από
την ϕορά της. Παρατηρούµε ότι σε κάθε G ∈ Gd

all ο δροµολογητής µπορεί να
επιλέξει για αλληλεπίδραση οποιοδήποτε στοιχείο του V × V .

Ας επιχειρήσουµε µία σύντοµη ανακεφαλαίωση πριν δώσουµε τον τυπι-
κό ορισµό του µοντέλου των πρωτοκόλλων πληθυσµών. Υποθέτουµε ότι έ-
νας πληθυσµός ισχυρά περιορισµένων υπολογιστικών συσκευών (πρακτόρων)
ϐρίσκεται σε διαρκή κίνηση σύµφωνα µε τις επιθυµίες ενός δροµολογητή.
Κάθε πράκτορας διαθέτει µία σταθερή περιορισµένη µνήµη και ως εκ τού-
του µπορεί να µοντελοποιηθεί ως ένα πεπερασµένο αυτόµατο. Οι πράκτορες
τρέχουν ένα καθολικό πρόγραµµα (πρωτόκολλο) του οποίου η περιγραφή
πρέπει να είναι σταθερή και ανεξάρτητη του µεγέθους του πληθυσµού, έτσι
ώστε να χωράει στη µνήµη κάθε πράκτορα. Μόλις οι πράκτορες λάβουν έ-
να καθολικό σήµα εκκίνησης, αισθάνονται το περιβάλλον τους και αποκτούν
µια τιµή εισόδου την οποία µετατρέπουν σε κάποια αρχική κατάσταση. ΄Οταν
ο δροµολογητής επιλέξει κάποιο Ϲεύγος πρακτόρων (u, υ) για να αλληλεπι-
δράσουν, µε τον u στην κατάσταση a και τον υ στην b, τότε το πρόγραµµά
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τους παίρνει ως είσοδο το διατεταγµένο Ϲεύγος των καταστάσεών τους (a, b)
και παράγει ένα νέο διατεταγµένο Ϲεύγος (a′, b′). Τώρα η κατάσταση a του
µυητή u αντικαθίσταται από την a′ ενώ η κατάσταση b του αποκρινόµενου υ
αντικαθίσταται από την b′.

2.2 Τυπικός ορισµός του µοντέλου

΄Ενα πρωτόκολλο πληθυσµού A αποτελείται από πεπερασµένα αλφάβητα ει-
σόδου και εξόδου X και Y , ένα πεπερασµένο σύνολο καταστάσεων Q, µία
συνάρτηση εισόδου I : X → Q που αντιστοιχίζει εισόδους σε καταστάσεις,
µία συνάρτηση εξόδου O : Q → Y που αντιστοιχίζει καταστάσεις σε εξόδους
και µία συνάρτηση µετάβασης δ : Q × Q → Q × Q επί του συνόλου που
αποτελείται από όλα τα διατεταγµένα Ϲεύγη καταστάσεων (όπου χρειάζεται,
µπορούµε να υποθέτουµε την, πιο γενική, σχέση µετάβασης δ επί του Q2).
Αν δ(a, b) = (a′, b′), τότε καλούµε το (a, b) → (a′, b′) µετάβαση ή κανόνα και
ορίζουµε δ1(a, b) = a′ και δ2(a, b) = b′. Καλούµε την δ1 απόκτηµα του µυητή
και την δ2 απόκτηµα του αποκρινόµενου.

Για να γίνει πιο κατανοητός ο ορισµός, ας δούµε µία τυπική έκδοση του
πρωτοκόλλου που υπολογίζει αν τουλάχιστον 100 ψάρια έχουν µολυνθεί. Το
σύνολο των καταστάσεων αποτελείται από 101 καταστάσεις και είναι το Q =
{q0, q1, . . . , q100}. Τα αλφάβητα εισόδου και εξόδου είναι τα X = Y = {0, 1}
(εδώ τυχαίνει να είναι ίδια). Η συνάρτηση εισόδου I αντιστοιχίζει το σύµβολο 0
στην q0 και το 1 στην q1. Η συνάρτηση εξόδουO αντιστοιχίζει κάθε q ∈ Q−q100

στο σύµβολο 0 και την q100 στο 1. Η συνάρτηση µετάβασης δ ορίζεται ως εξής :
δ(qi, qj) = (qi+j, q0) αν i+ j < 100 και δ(qi, qj) = (q100, q100) αλλιώς (δηλαδή,
αν qi+j ≥ 100).

Σύµφωνα µε των αυθεντικό ορισµό των Angluin et al. (ϐλέπε [3]), ένα
πρωτόκολλο πληθυσµού τρέχει σε έναν πληθυσµό οποιουδήποτε πεπερασµέ-
νου µεγέθους n. ΄Ενας πληθυσµός P αποτελείται από ένα σύνολο V µε n
πράκτορες, όπου n ≥ 2, και µία µη-ανακλαστική δυαδική σχέση E επί του
συνόλου V , δηλαδή E ⊆ V × V , η οποία ερµηνεύεται ως το σύνολο των
κατευθυνόµενων ακµών ενός γράφου αλληλεπιδράσεων ή γράφου επικοινω-
νίας. Το E περιγράφει ποιοι πράκτορες ενδέχεται να αλληλεπιδράσουν κατά
τη διάρκεια του υπολογισµού.

Εµείς, εδώ, ϑα επιχειρήσουµε µία µικρή διαφοροποίηση απ’ τον αυθεν-
τικό ορισµό. Θεωρούµε ότι ο πληθυσµός είναι το σύνολο των πρακτόρων V
µεγέθους |V | = n. ΄Ενα πρωτόκολλο πληθυσµού τρέχει στον γράφο επικοι-
νωνίας G = (V,E) που ορίζεται από τη συµπεριφορά του πληθυσµού V . Η
συµπεριφορά του πληθυσµού αποτυπώνεται στην µη-ανακλαστική δυαδική
σχέση E επί του συνόλου V , που συνίσταται από τις επιτρεπόµενες αλληλε-
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πιδράσεις µεταξύ των πρακτόρων. Με άλλα λόγια, η µόνη διαφοροποίηση
έγκειται στο ότι µετονοµάζουµε τον όρο ‘‘πληθυσµός’’ σε ‘‘γράφος επικοινωνί-
ας’’, έτσι ώστε µε τον όρο ‘‘πληθυσµός’’ να αναφερόµαστε µόνο στο σύνολο των
πρακτόρων και όχι και στην συµπεριφορά τους. Κατά τα άλλα, ένα πρωτόκολ-
λο πληθυσµού τρέχει και πάλι σε ένα πεπερασµένο σύστηµα που αποτελείται
από κάποιους πράκτορες και όλες τις µεταξύ τους πιθανές αλληλεπιδράσεις.

∆ιαισθητικά, µία ακµή (u, υ) ∈ E υποδηλώνει ότι οι πράκτορες u και υ
ενδέχεται να αλληλεπιδράσουν, µε τον u να παίζει το ϱόλο του µυητή και τον
υ αυτόν του αποκρινόµενου στην επικοινωνία. Αξίζει να παρατηρήσει κανείς
ότι οι διακριτοί ϱόλοι των δύο πρακτόρων σε µία αλληλεπίδραση αποτελεί µία
ϑεµελιώδη υπόθεση ασυµµετρίας του µοντέλου. Λόγω της υπόθεσης αυτής
οι µεταβάσεις διεξάγονται µε ντετερµινιστικό τρόπο. Αυτό σηµαίνει ότι κατά
αλληλεπίδραση (u, υ), όπου ο u είναι στην κατάσταση a και ο υ στην b, είµαστε
ϐέβαιοι ότι ο u ϑα περάσει στην δ1(a, b) και ο υ στην δ2(a, b) (µπορούµε
να υποθέτουµε ότι ο καθένας ανάλογα µε το ϱόλο του εφαρµόζει µία εκ
των δ1 και δ2). Με άλλα λόγια, δεδοµένων των καταστάσεων των πρακτόρων
που αλληλεπιδρούν, τον ϱόλο του καθενός και της συνάρτησης µετάβασης δ,
δεν υπάρχει καµία αβεβαιότητα ως προς την κατάσταση που ϑα έχει ο κάθε
πράκτορας µετά την αλληλεπίδραση.

Ορισµός 2. Η σχέση µετάβασης, δ, ενός πρωτοκόλλου (και κατά συνέπεια το
ίδιο το πρωτόκολλο) είναι ντετερµινιστική(ό), εάν η δ είναι µία µονοσήµαντη και
ολική σχέση επί του Q2 (δηλαδή, όταν είναι συνάρτηση µετάβασης).

Σε ένα ντετερµινιστικό πρωτόκολλο, η δ αντιστοιχίζει κάθε (a, b) ∈ Q2 σε
ένα µόνο στοιχείο του Q2.

Μία διαµόρφωση πληθυσµού είναι µία αντιστοιχία C : V → Q (συνάρτη-
ση) που προσδιορίζει την κατάσταση κάθε µέλους του πληθυσµού. Με άλλα
λόγια, µία διαµόρφωση περιγράφει πλήρως την τρέχουσα κατάσταση του συ-
στήµατος, αφού µας ενηµερώνει για την κατάσταση στην οποία ϐρίσκεται
κάθε πράκτορας του πληθυσµού. ΄Εστω οι διαµορφώσεις πληθυσµού C και
C ′, και έστω u και υ είναι δύο διακριτοί πράκτορες. Λέµε ότι η C πηγαίνει
στην C ′ µέσω της συνάντησης e = (u, υ) και συµβολίζουµε µε C e→ C ′, εάν

C ′(u) = δ1(C(u), C(υ)),

C ′(υ) = δ2(C(u), C(υ)), και
C ′(w) = C(w), για κάθε w ∈ V − {u, υ}.

Λέµε ότι η C µπορεί να πάει στην C ′ σε ένα ϐήµα και συµβολίζουµε µε
C → C ′, αν C e→ C ′ για κάποια συνάντηση e ∈ E. ∆ηλαδή, η C µπορεί
να πάει στην C ′ σε ένα ϐήµα, αν υπάρχει συνάντηση µέσω της οποίας η C
πηγαίνει στην C ′. ΄Εχοντας ορίσει την δυαδική σχέση ‘‘µπορεί να πάει σε ένα



12 Το Μοντέλο των Πρωτοκόλλων Πληθυσµών

ϐήµα στην’’ επί του συνόλου των διαµορφώσεων πληθυσµού, µπορούµε πολύ
εύκολα να ορίσουµε την ‘‘µπορεί να πάει στην’’ (σε ένα ή περισσότερα ϐήµατα)
ως την µεταβατική της ϑήκη. Τυπικά, γράφουµε C ∗→ C ′, αν υπάρχει µία
ακολουθία διαµορφώσεων C = C0, C1, . . . , Ct = C ′, τέτοια ώστε Ci → Ci+1

για κάθε i, όπου 0 ≤ i < t, και στην περίπτωση αυτή λέµε ότι η C ′ είναι
προσβάσιµη1 απ’ την C.

Ο γράφος µεταβάσεων DA,G = (C, E) ενός πρωτοκόλλου A που τρέχει
σε ένα γράφο επικοινωνίας G = (V,E) είναι ένας κατευθυνόµενος γράφος
(που γενικά µπορεί να περιέχει και ϐρόχους) του οποίου οι κόµβοι είναι
το σύνολο C = QV όλων των διαµορφώσεων πληθυσµού και του οποίου το
σύνολο ακµών ορίζεται ως E = {(C,C ′) | C,C ′ ∈ C και C → C ′} (προσέξτε ότι
µπορεί να ισχύει (C,C) ∈ E ), δηλαδή, περιέχει όλες τις δυνατές µεταβάσεις
σε ένα ϐήµα µεταξύ των διαµορφώσεων. Μία ισχυρά συνεκτική συνιστώσα
ενός κατευθυνόµενου γράφου είναι τελική εάν και µόνον εάν δεν υπάρχει
ακµή που να ξεκινάει από κόµβο της συνιστώσας και να κατευθύνεται σε
κόµβο εκτός αυτής. Μία διαµόρφωση είναι τελική εάν και µόνον εάν ανήκει
σε µία τελική ισχυρά συνεκτική συνιστώσα του γράφου µεταβάσεων.

Μία εκτέλεση είναι µία πεπερασµένη ή άπειρη ακολουθία διαµορφώσεων
πληθυσµού C0, C1, C2, . . . τέτοια ώστε για κάθε i, Ci → Ci+1. Μία άπειρη
εκτέλεση είναι δίκαιη, εάν για κάθε Ϲεύγος διαµορφώσεων πληθυσµού C και
C ′, τέτοιων ώστε C → C ′, αν η C εµφανίζεται άπειρο αριθµό ϕορών στην
εκτέλεση, τότε και η C ′ εµφανίζεται άπειρο αριθµό ϕορών στην εκτέλεση. ΄Ε-
νας υπολογισµός είναι µία (άπειρη) δίκαιη εκτέλεση. Ισοδύναµα, λέµε ότι ο
εχθρικός δροµολογητής είναι δίκαιος αν η ακολουθία αλληλεπιδράσεων που
επιλέγει οδηγεί πάντοτε σε δίκαιη εκτέλεση. Αυτή είναι µία ισχυρή καθολι-
κή συνθήκη δικαιοσύνης που επιβάλλουµε στον δροµολογητή. ∆ιαισθητικά,
επιβάλλουµε στον εχθρικό δροµολογητή να είναι υπολογιστικά ϕιλικός µην
επιτρέποντάς του να αποφεύγει ένα πιθανό ϐήµα για πάντα. ΄Ενας άλλος
τρόπος για να το σκεφτεί κανείς είναι ο εξής : οτιδήποτε είναι πάντοτε πιθανό
να συµβεί, τελικά συµβαίνει. Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να απαιτήσουµε ότι
κάθε διαµόρφωση που είναι πάντοτε προσβάσιµη τελικά επιτυγχάνεται.

Λήµµα 1. ΄Εστω Ξ = C0, C1, C2, . . . ένας υπολογισµός ενός πρωτοκόλλου
πληθυσµού A που τρέχει σε έναν γράφο επικοινωνίας G. ΄Εστω F ⊆ C το
σύνολο των διαµορφώσεων που εµφανίζονται άπειρο αριθµό ϕορών στον Ξ και
έστω DF ο υπογράφος του γράφου µεταβάσεων DA,G που επάγεται από το F .2

1Ο αντίστοιχος αγγλικός όρος είναι ‘‘reachable’’ και µεταφράζεται ‘‘προσεγγίσιµη’’ (δια-
µόρφωση) ή περιφραστικά ‘‘που µπορεί να την ϕτάσει η. . .’’, όµως ο όρος ‘‘προσέγγιση’’ ϑα
χρησιµοποιηθεί εκτενώς στο επόµενο κεφάλαιο όταν και ϑα µιλήσουµε για προσεγγιστικά
πρωτόκολλα και προς αποφυγή οποιασδήποτε σύγχυσης προτιµήθηκε ο όρος ‘‘προσβάσιµη’’.

2Ο επαγόµενος γράφος ορίζεται ως DF = (F , (E ∩ (F × F))).
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ΟDF είναι µία τελική ισχυρά συνεκτική συνιστώσα τουDA,G και κάθε στοιχείο
του F είναι τελικό.

Απόδειξη. ΄Εστω C και C ′ δύο οποιαδήποτε στοιχεία του F . Απ’ τον ορι-
σµό του F και οι δύο διαµορφώσεις εµφανίζονται άπειρο αριθµό ϕορών στον
υπολογισµό άρα η µία είναι προσβάσιµη απ’ την άλλη (µέσω κάποιας υποα-
κολουθίας µεταβάσεων) και αυτό ισχύει για κάθε Ϲεύγος διαµορφώσεων του
F . ΄Αρα, ο DF είναι µία ισχυρά συνεκτική συνιστώσα του DA,G. ΄Εστω τώρα
C ∈ F και C ′ /∈ F τ.ώ.3 C → C ′ (ή ισοδύναµα (C,C ′) ∈ E ). Λόγω του ότι
κάθε υπολογισµός είναι εξ’ ορισµού δίκαιος, αφού η C εµφανίζεται άπειρο
αριθµό ϕορών σε αυτόν το ίδιο ϑα πρέπει να ισχύει και για τη C ′, δηλαδή, ϑα
πρέπει να ισχύει επίσης C ′ ∈ F , το οποίο όµως είναι άτοπο και συνεπώς για
κάθε C ∈ F και C ′ /∈ F δεν µπορεί να ισχύει C → C ′. ΄Αρα, η συνιστώσα DF
είναι και τελική και κάθε στοιχείο του F είναι επίσης τελικό.

Η ϐασική υπόθεση που διαφοροποιεί το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυ-
σµών από τα παραδοσιακά κατανεµηµένα συστήµατα είναι ότι οι περιγραφές
των πρωτοκόλλων είναι ανεξάρτητες από το µέγεθος του πληθυσµού (δηλα-
δή, χρειάζονται O(1) συνολική χωρητικότητα µνήµης σε κάθε πράκτορα), η
οποία είναι γνωστή ως ιδιότητα οµοιοµορφίας των πρωτοκόλλων πληθυσµών.
Επιπλέον, τα πρωτόκολλα πληθυσµών είναι ανώνυµα, αφού οι καταστάσεις
των πρακτόρων δεν διαθέτουν επαρκή χώρο για την αποθήκευση ενός µονα-
δικού προσδιοριστή (ταυτότητας) και ως εκ τούτου η συνάρτηση µετάβασης
µεταχειρίζεται όλους τους πράκτορες µε τον ίδιο τρόπο.

Αξίζει, επίσης, να παρατηρήσουµε ότι σε ένα πραγµατικό τέτοιο κατανεµη-
µένο σύστηµα, πολλές αλληλεπιδράσεις µπορούν να συµβαίνουν ταυτόχρονα
(ϕυσικά, κάθε πράκτορας µπορεί να συµµετέχει το πολύ σε µία αλληλεπί-
δραση κάθε δεδοµένη χρονική στιγµή), όµως για να πάρουµε την ακολουθία
διαµορφώσεων του υπολογισµού, µπορούµε να διατάξουµε αυθαίρετα τις ταυ-
τόχρονες αλληλεπιδράσεις. Συνεπώς, µπορούµε χ.β.τ.γ.4 να υποθέτουµε ότι
κάθε εκτέλεση µπορεί να µοντελοποιηθεί από έναν δίκαιο εχθρικό δροµολο-
γητή που επιλέγει ένα µόνο Ϲεύγος αλληλεπίδρασης σε κάθε ϐήµα.

Λήµµα 2. ΄Εστω ένας υπολογισµός C0, C1, C2, . . . και έστω δύο διαδοχικές
διαµορφώσεις Ci και Ci+1 του υπολογισµού τέτοιες ώστε η Ci+1 έχει προκύψει
απ’ την Ci απ’ τις ταυτόχρονες αλληλεπιδράσεις l διατεταγµένων Ϲευγών D =
{e1, e2, . . . , el}. Οποιαδήποτε διάταξη των στοιχείων του D αν εφαρµοσθεί
ακολουθιακά ξεκινώντας απ’ τη διαµόρφωση Ci (δηλαδή στην Ci εφαρµόζεται
το πρώτο στοιχείο της διάταξης και προκύπτει µία νέα διαµόρφωση στην οποία
εφαρµόζεται το δεύτερο στοιχείο της διάταξης κ.ο.κ.) ϑα δώσει µία ακολουθία

3τέτοιες ώστε
4χωρίς ϐλάβη της γενικότητας
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l διαµορφώσεων Ci
1, C

i
2, . . . , C

i
l η τελευταία εκ των οποίων ϑα είναι πάντοτε η

Ci+1 (δηλαδή Ci
l = Ci+1).

Απόδειξη. ΄Εστω V ′ το σύνολο των 2l κόµβων που αποτελούν άκρα κάποιας
ακµής του D και ορίζεται ως V ′ = V ′

l ∪ V ′
r , όπου V ′

l = {u | (u, υ) ∈ D}
και V ′

r = {υ | (u, υ) ∈ D}. Τα V ′
l και V ′

r αποτελούν µία διαµέριση του V ′,
αφού κάθε στοιχείο του είναι ή µυητής ή αποκρινόµενος σε µία µόνο απ’
τις ταυτόχρονες αλληλεπίδρασεις. Για κάθε w ∈ V − V ′, Ci+1(w) = Ci(w).
Για κάθε u ∈ V ′, Ci+1(u) = δ1(Ci(u), Ci(υ)) αν ∃(u, υ) ∈ D και Ci+1(u) =
δ2(Ci(υ), Ci(u)) αν ∃(υ, u) ∈ D. Παρατηρούµε ότι η Ci+1 είναι η Ci στην
οποία για κάθε (u, υ) ∈ D έχουµε εφαρµόσει δ(Ci(u), Ci(υ)). Η σειρά µε
την οποία ϑα επιλέξουµε τα στοιχεία του D για να πάρουµε την Ci+1 απ’ την
Ci δεν έχει καµία σηµασία, καθώς κάθε u ∈ V ′ εµφανίζεται σε ένα ακριβώς
στοιχείο του D.

Θεώρηµα 1. Κάθε δροµολογητήςA που επιλέγει ένα ή περισσότερα Ϲεύγη προς
αλληλεπίδραση σε κάθε ϐήµα µπορεί να εξοµοιωθεί από έναν δροµολογητή A′

που επιλέγει σε κάθε ϐήµα ένα µόνο Ϲεύγος.

Απόδειξη. Για κάθε σύνολο ταυτόχρονων αλληλεπιδράσεων D του A, ο A′

διατάσσει το D αυθαίρετα και εφαρµόζει τη δ ακολουθιακά στα στοιχεία της
διάταξης. Σύµφωνα µε το Λήµµα 2 ο υπολογισµός διεξάγεται κατά τον ίδιο
τρόπο.

Θεώρηµα 2. Κάθε δροµολογητής A′ που επιλέγει ένα µόνο Ϲεύγος προς αλλη-
λεπίδραση σε κάθε ϐήµα µπορεί να εξοµοιωθεί από έναν δροµολογητή A που
επιλέγει σε κάθε ϐήµα ένα ή περισσότερα Ϲεύγη.

Απόδειξη. Ο A′ είναι ειδική περίπτωση του A.

Απ΄ τον συνδυασµό των Θεωρηµάτων 1 και 2 προκύπτει το ακόλουθο πολύ
ενδιαφέρον Πόρισµα:

Πόρισµα 1. Το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών στο οποίο ο δροµο-
λογητής µπορεί να επιλέγει προς αλληλεπίδραση ένα ή περισσότερα Ϲεύγη
πρακτόρων σε κάθε ϐήµα είναι ισοδύναµο ως προς την υπολογιστική του ισχύ
µε το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών στο οποίο ο δροµολογητής µπορεί
να επιλέγει προς αλληλεπίδραση ένα µόνο Ϲεύγος σε κάθε ϐήµα.

2.3 Ο Υπολογισµός στα Πρωτόκολλα Πληθυσµών

Τα πρωτόκολλα πληθυσµών, σε αντίθεση µε τις µηχανές Turing, δεν τερµατί-
Ϲουν. Εξαιτίας αυτού, δεν υπάρχει προκαθορισµένος χρόνος για να διαβάσει
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κανείς την έξοδο του πληθυσµού. Τη ϑέση του τερµατισµού παίρνει µία πολύ
ενδιαφέρουσα ιδιότητα των πρωτοκόλλων πληθυσµού που ονοµάζεται σταθε-
ϱότητα.

Ορισµός 3. Λέµε ότι η έξοδος ενός υπολογισµού σταθεροποιείται, εάν ϕτάνει σε
ένα σηµείο (σε µία διαµόρφωση) µετά το οποίο κανείς πράκτορας δεν µπορεί να
αλλάξει την τιµή εξόδου του ανεξαρτήτως του πώς ϑα εξελιχθεί ο υπολογισµός
από εκεί και έπειτα.

Η σταθερότητα είναι µία καθολική ιδιότητα της διαµόρφωσης πληθυσµού
και γενικά οι πράκτορες δεν µπορούν να γνωρίζουν πότε αυτή έχει επιτευχθεί.
Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι αν το γνώριζαν, ϑα µπορούσαν να ειδοποιήσουν
ένα σταθµό ϐάσης ότι ο υπολογισµός έχει ολοκληρωθεί, αφού η τρέχουσα
έξοδος δεν γίνεται να µεταβληθεί σε καµία από τις δυνατές µετέπειτα επι-
λογές του δροµολογητή και, συνεπώς, είναι η τελική έξοδος. Αργότερα ϑα
δούµε ότι µε κατάλληλες στοχαστικές υποθέσεις για τον ϱυθµό µε τον οποίο
συµβαίνουν οι αλληλεπιδράσεις, είναι δυνατόν να ϕράξουµε το αναµενόµενο
πλήθος αλληλεπιδράσεων µέχρι να σταθεροποιηθεί η έξοδος.

Μία ανάθεση εισόδου είναι µία συνάρτηση x : V → X που περιγρά-
ϕει τις εισόδους που παρέχονται σε ένα πρωτόκολλο πληθυσµού (για κάθε
u ∈ V το x(u) ∈ X είναι η είσοδος του πράκτορα u). Με άλλα λόγια, αν
V = {1, 2, . . . , n}, µία ανάθεση εισόδου είναι µία διάταξη, (x1, x2, . . . , xn), n
στοιχείων επιλεγµένων από το αλφάβητο εισόδου X, όπου xi, για 1 ≤ i ≤ n,
συµβολίζει το σύµβολο εισόδου που διαβάζει ο αισθητήρας του πράκτορα i.
΄ΕστωX = XV το σύνολο όλων των δυνατών αναθέσεων εισόδου και C = QV το
σύνολο όλων των δυνατών διαµορφώσεων πληθυσµού.5 Οι είσοδοι µπορούν
να αναπαρασταθούν από µία διαµόρφωση εισόδου ή αρχική διαµόρφωση Cx

(Cx : V → Q), όπου Cx(w) = I(x(w)), για κάθε w ∈ V (δηλαδή, η Cx είναι η
σύνθετη συνάρτηση I ◦ x). Η διαµόρφωση εισόδου είναι κατά κάποιον τρόπο
το αποτέλεσµα της εφαρµογής της συνάρτησης εισόδου στο σύµβολο εισόδου
που διάβασε ο αισθητήρας κάθε πράκτορα και αποτυπώνει την αρχική κα-
τάσταση κάθε πράκτορα ακριβώς πριν το πρώτο ϐήµα του υπολογισµού (αν
υποθέσουµε ότι όλοι οι πράκτορες εφαρµόζουν την I ταυτόχρονα και αφού
έχουν όλοι αισθανθεί το περιβάλλον τους). Επεκτείνουµε την I σε µία αν-
τιστοιχία από αναθέσεις εισόδου σε διαµορφώσεις πληθυσµού, I : X → C,
γράφοντας I(x) = Cx. ∆ηλαδή, αν x : V → X είναι µία ανάθεση εισόδου,
τότε I(x) (όπου I : X → C) είναι η αρχική διαµόρφωση, Cx, που προκύπτει
από την x δεδοµένης της συνάρτησης εισόδου I : X → Q. Εποµένως, αν
µία ανάθεση εισόδου x αναθέτει το σύµβολο σ στον πράκτορα u (δηλαδή,

5Γενικά, στην Θεωρία Συνόλων, το σύνολο όλων των συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού ένα
σύνολο D και πεδίο τιµών ένα σύνολο R συµβολίζεται ως RD.
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x(u) = σ), τότε η κατάσταση του πράκτορα u στην αρχική διαµόρφωση I(x)
είναι η I(σ) (είναι εύκολο να διαπιστώσουµε πώς χρησιµοποιείται η I, απ’ το
αν η είσοδός της είναι ανάθεση εισόδου ή σύµβολο εισόδου).

Μία ανάθεση εξόδου είναι µία συνάρτηση y : V → Y που περιγράφει τις
εξόδους ενός πρωτοκόλλου πληθυσµού. ΄Οπως και πριν, έστω ότι το Y = Y V

συµβολίζει το σύνολο όλων των αναθέσεων εξόδου. Κάθε διαµόρφωση C αντι-
στοιχεί σε µία ανάθεση εξόδου yC που προκύπτει εφαρµόζοντας τη συνάρτηση
εξόδου O στην κατάσταση που έχει κάθε πράκτορας υπό τη διαµόρφωση C.
Συνεπώς, η yC είναι η σύνθετη συνάρτηση O ◦ C, δηλαδή yC(u) = O(C(u)),
για κάθε u ∈ V . ΄Οπως κάναµε και µε την I, επεκτείνουµε την O σε µία
αντιστοιχία από διαµορφώσεις σε αναθέσεις εξόδου, O : C → Y, γράφοντας
O(C) = yC . Εποµένως, αν q είναι η κατάσταση που έχει ο πράκτορας u στη
διαµόρφωση C (δηλαδή, C(u) = q), τότε το σύµβολο εξόδου του πράκτορα u
στην ανάθεση εξόδου O(C) είναι O(q).

Μία διαµόρφωση C ϑα καλείται σταθερής-εξόδου, εάν O(C ′) = O(C),
για κάθε C ′ που είναι προσβάσιµη απ΄ την C. ∆ιαισθητικά, το να ϕτάσει
ο υπολογισµός σε µία σταθερής-εξόδου διαµόρφωση C σηµαίνει ότι όποιο
µονοπάτι διαµορφώσεων και να ακολουθήσει ο υπολογισµός από εκεί και
έπειτα, οι διαµορφώσεις αυτές ϑα αντιστοιχούν πάντοτε στην ίδια ανάθεση
εξόδου O(C), δηλαδή η έξοδος κάθε πράκτορα ϑα παραµένει σε κάθε ϐήµα
αµετάβλητη (η µεταβολή της εξόδου ενός πράκτορα ϑα σήµαινε διαφορετική
ανάθεση εξόδου). Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι δύο διαµορφώσεις C και
C ′, όπου υπάρχει τουλάχιστον ένα u ∈ V , τ.ώ. C(u) 6= C ′(u) (δηλαδή,
C 6= C ′), µπορεί να αντιστοιχούν στην ίδια διαµόρφωση εξόδου O(C). Για
να συµβαίνει αυτό, ϑα πρέπει για κάθε u ∈ V στο οποίο οι διαµορφώσεις C
και C ′ διαφωνούν δίνοντας καταστάσεις qu και q′u, αντίστοιχα, µε qu 6= q′u,
να ισχύει O(qu) = O(q′u). Με άλλα λόγια, παρατηρούµε ότι για να είναι µία
διαµόρφωση C σταθερής-εξόδου, δεν απαιτούµε να ισχύει C = C ′ για κάθε
C ′ που είναι προσβάσιµη απ΄ την C, αλλά απλώς απαιτούµε να έχουν τις ίδιες
εξόδους.

΄Ενας άπειρος υπολογισµός σταθεροποιείται ως προς την έξοδό του εάν πε-
ϱιέχει µία σταθερής-εξόδου διαµόρφωση C και στην περίπτωση αυτή ϑα λέµε
ότι σταθεροποιείται στην έξοδο y = O(C) (ο αναγνώστης αξίζει να παρατηρή-
σει ότι οι διαµορφώσεις που ‘‘περιέχει’’ ο υπολογισµός είναι οι διαµορφώσεις
απ’ τις οποίες περνάει ο υπολογισµός και όχι το σύνολο όλων των δυνατών
διαµορφώσεων C). ΄Ενας άπειρος υπολογισµός που δεν σταθεροποιείται ως
προς την έξοδό του ϑα καλείται ασταθής.

Παρατήρηση 1. Κάθε άπειρος υπολογισµός στο µοντέλο των πρωτοκόλλων
πληθυσµών σταθεροποιείται το πολύ σε µία έξοδο (ανάθεση εξόδου).

Η έξοδος ενός πεπερασµένου υπολογισµού είναι η έξοδος της τελευταίας
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του διαµόρφωσης. Η έξοδος ενός άπειρου υπολογισµού που σταθεροποιείται
στην έξοδο y είναι y. Φυσικά, παρότι ο υπολογισµός είναι άπειρος, ευελπι-
στούµε ότι η σταθεροποίηση επιτυγχάνεται σε πεπερασµένο πλήθος ϐηµάτων,
έτσι ώστε να έχει νόηµα ο υπολογισµός (από εκεί και πέρα, για άπειρο πλήθος
ϐηµάτων, τίποτα δεν αλλάζει ως προς την έξοδο). Η έξοδος είναι ακαθόριστη
εάν ο υπολογισµός είναι ασταθής.

Ακόµα και πολύ απλά πρωτόκολλα που τρέχουν σε πολύ µικρούς πλη-
ϑυσµούς µπορεί να οδηγούν πάντοτε σε ασταθή υπολογισµό. ΄Εχει αξία να
παρουσιάσουµε ένα τέτοιο παράδειγµα. ΄Εστω ένα πληθυσµός, V = {u, υ},
µεγέθους 2 και E = {(u, υ)}. Το µόνο σύµβολο εισόδου είναι το 0 το οποίο
αντιστοιχίζεται από την I στην κατάσταση a ∈ Q = {a, b}. ΄Αρα, αρχικά και
οι δύο πράκτορες ϐρίσκονται στην κατάσταση a. Η συνάρτηση µετάβασης δ
ορίζεται ως

(a, a)→ (a, b)

(a, b)→ (b, a)

(b, a)→ (a, b)

και η συνάρτηση εξόδου ως O(a) = 0, O(b) = 1. Το Ϲεύγος αλληλεπίδρασης
(b, b) δεν µπορεί ποτέ να προκύψει γι΄ αυτό και δεν το συµπεριλάβαµε στον
ορισµό της δ (όπως και να οριστεί, η λειτουργία του πρωτοκόλλου δεν µετα-
ϐάλλεται), όπως ϑα κάνουµε και σε κάθε άλλη παρόµοια περίπτωση. Αξίζει,
πρώτα απ’ όλα, να παρατηρήσουµε ότι λόγω της ύπαρξης µίας µόνο ακµής
στο γράφο επικοινωνίας, πέραν του ντετερµινιστικού πρωτοκόλλου, ακόµα
και οι επιλογές του δροµολογητή είναι ντετερµινιστικές αφού πάντα ϑα επι-
λέγει την ακµή (u, υ) και συνεπώς, µπορούµε να γνωρίζουµε, δεδοµένης µιας
ανάθεσης εισόδου, την ακριβή εξέλιξη του υπολογισµού (σπανίως παρουσιά-
Ϲεται τέτοια ντετερµινιστική πληρότητα σε αυτά τα συστήµατα). Αρχικά, και οι
δύο πράκτορες ϐρίσκονται στην κατάσταση a. Ο δροµολογητής επιλέγει την
e = (u, υ) (υποχρεωτικά) και εφαρµόζεται ο πρώτος κανόνας της δ, εποµένως
το νέο Ϲεύγος καταστάσεων είναι (a, b) για τους (u, υ), αντίστοιχα. Το Ϲεύγος
αυτό αντιστοιχεί στην διαµόρφωση C1 που ορίζεται ως C1(u) = a, C1(υ) = b
και η C1 µε τη σειρά της αντιστοιχίζεται από την επεκταθείσα O στην ανάθεση
εξόδου O(C1) = yC1 που ορίζεται ως yC1(u) = 0, yC1(υ) = 1. Στην επόµενη
επιλογή της e, το νέο Ϲεύγος καταστάσεων που ανατίθεται στους πράκτορες,
λόγω του τρίτου κανόνα, είναι το (b, a) που µε παρόµοιο τρόπο αντιστοιχεί
στην διαµόρφωση εξόδου C2 µε yC2(u) = 1, yC2(υ) = 0. Παρατηρούµε ότι,
από εδώ και στο εξής, εφαρµόζονται εναλλάξ οι κανόνες 2 και 3, µε αποτέλε-
σµα οι αναθέσεις εξόδου yC1 και yC2, όπου yC1 6= yC2, να διαδέχονται συνεχώς
η µία την άλλη οδηγώντας πάντοτε σε ασταθή υπολογισµό.
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Γενικά πάντως, ακόµα και αν ένα πρωτόκολλο είναι ντετερµινιστικό, ο
υπολογισµός είναι µη-ντετερµινιστικός λόγω του µη-ντετερµινισµού που υ-
πεισέρχεται στο µοντέλο απ’ τις επιλογές του δροµολογητή. Αυτό πρακτικά
σηµαίνει ότι το ίδιο πρωτόκολλο ξεκινώντας από την ίδια αρχική διαµόρφω-
ση µπορεί οδηγείται λόγω των επιλογών του δροµολογητή σε διαφορετικούς
υπολογισµούς κάθε ϕορά, που σταθεροποιούνται σε διαφορετικές εξόδους.
Θα λέµε ότι ένα πρωτόκολλο A είναι πάντα-σταθεροποιούµενο εάν κάθε υπο-
λογισµός κάθε ανάθεσης εισόδου x σταθεροποιείται.

Ορισµός 4. Θα λέµε ότι ένα πρωτόκολλο πληθυσµού A που τρέχει σε ένα
γράφο επικοινωνίας G = (V,E) υπολογίζει σταθερά µία σχέση εισόδου-εξόδου
RA ⊆ X × Y εάν, για κάθε ανάθεση εισόδου x ∈ X και ανάθεση εξόδου
y ∈ Y , η x σχετίζεται µε την y µέσω της RA (δηλαδή, RA(x, y)) εάν και µόνον
εάν υπάρχει ένας υπολογισµός τουA που ξεκινάει απ’ την αρχική διαµόρφωση
I(x) και σταθεροποιείται στην έξοδο y.

Στην ειδική περίπτωση που η RA είναι µονοσήµαντη, γράφουµε FA(x) =
y για κάθε (x, y) ∈ RA και λέµε ότι το πρωτόκολλο A υπολογίζει σταθερά τη
µερική συνάρτηση FA : X → Y.

Ο ορισµός για την περίπτωση που τοA υπολογίζει σταθερά µία συνάρτηση
απαιτεί για κάθε x ∈ X να µην υπάρχουν περισσότεροι από ένας υπολογι-
σµοί που ξεκινούν απ’ την αρχική διαµόρφωση I(x) και σταθεροποιούνται σε
διαφορετικές εξόδους, καθώς τότε η RA δεν ϑα είναι µονοσήµαντη. ΄Αρα, για
κάθε x ή υπάρχουν ένας οι περισσότεροι υπολογισµοί που ξεκινώντας απ` την
I(x) σταθεροποιούνται στην ίδια έξοδο ή δεν υπάρχει κανένας υπολογισµός
που να σταθεροποιείται ξεκινώντας απ’ την I(x). Η τελευταία περίπτωση
καθορίζει για ποιά x δεν ορίζεται η έξοδος της FA και αυτός είναι ο λόγος
που λέµε ότι πρόκειται για µερική συνάρτηση. Στην πρώτη όµως περίπτωση,
παρατηρούµε ότι υπάρχει το ενδεχόµενο για κάποια ανάθεση εισόδου x να
υπάρχουν τόσο ένας οι περισσότεροι υπολογισµοί που ξεκινώντας απ` την I(x)
σταθεροποιούνται στην ίδια έξοδο y, όσο και κάποιοι υπολογισµοί που δεν
σταθεροποιούνται σε καµία έξοδο και παρ’ όλα αυτά εµείς λόγω του ορισµού
ϑεωρούµε ότι FA(x) = y το οποίο δεν είναι ορθό, αφού αυτό διαισθητικά ση-
µαίνει ότι σε κάποιους υπολογισµούς που ξεκινούν απ’ την I(x) ναι µεν δεν
ϑα παίρνουµε λάθος απάντηση αλλά ίσως να µην παίρνουµε καµία απάντηση
παρότι η FA ορίζεται για το x. Ο ακόλουθοι είναι δύο πιο αυστηροί ορισµοί
που επιχειρούν να διορθώσουν αυτό που µόλις αναφέραµε:

Ορισµός 5. Θα λέµε ότι ένα πρωτόκολλο πληθυσµού A που τρέχει σε ένα
γράφο επικοινωνίας G = (V,E) υπολογίζει σταθερά µία σχέση εισόδου-εξόδου
RA ⊆ X × Y εάν, για κάθε ανάθεση εισόδου x ∈ X και ανάθεση εξόδου
y ∈ Y , η x σχετίζεται µε την y µέσω της RA (δηλαδή, RA(x, y)) εάν και µόνον
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εάν υπάρχει ένας υπολογισµός τουA που ξεκινάει απ’ την αρχική διαµόρφωση
I(x) και σταθεροποιείται στην έξοδο y και δεν υπάρχει υπολογισµός του A που
ξεκινάει απ’ την αρχική διαµόρφωση I(x) και δεν σταθεροποιείται.

Ορισµός 6. Θα λέµε ότι ένα πρωτόκολλο πληθυσµού A που τρέχει σε ένα
γράφο επικοινωνίας G = (V,E) υπολογίζει σταθερά µία µερική συνάρτηση
FA : X → Y ανν6, για κάθε x ∈ Xs (αν ϑεωρήσουµε ότι Xs είναι το υποσύνολο
του X στο οποίο ορίζεται η FA) και κάθε υπολογισµό που ξεκινάει απ’ την
αρχική διαµόρφωση I(x), ο υπολογισµός σταθεροποιείται στην έξοδο FA(x).

Αξίζει να αναφέρουµε ότι ένα ϑεώρηµα που ϑα αποδείκνυε ότι, αν κά-
ποιος υπολογισµός ενός πρωτοκόλλου µε είσοδο x σταθεροποιείται τότε κάθε
υπολογισµός του πρωτοκόλλου µε είσοδο x σταθεροποιείται, ϑα καθιστούσε
τους αυστηρότερους Ορισµούς 5 και 6 ισοδύναµους µε τους προηγούµενους,
αλλά αυτό δεν γνωρίζουµε αν ισχύει.

Παρατηρούµε ότι για να είναι ορθό ένα πρωτόκολλο που υπολογίζει σταθε-
ϱά µία συνάρτηση, ϑα πρέπει, για κάθε ανάθεση εισόδου στην οποία ορίζεται
η συνάρτηση και ανεξαρτήτως του τί επιλογές ϑα κάνει ένας δίκαιος δροµο-
λογητής, η έξοδος του υπολογισµού να είναι πάντοτε ίδια µε την τιµή της
συνάρτησης για την ανάθεση αυτή. Αντίθετα, στην περίπτωση της σχέσης RA
η ίδια ανάθεση εισόδου µπορεί να σχετίζεται µε περισσότερες από µία αναθέ-
σεις εξόδου και συνεπώς για την ορθότητα του πρωτοκόλλου εδώ αρκεί, για
δεδοµένη ανάθεση εισόδου x, να υπάρχει τουλάχιστον ένας δυνατός υπολο-
γισµός για κάθε ανάθεση εξόδου y µε την οποία σχετίζεται η x µέσω της RA
που να σταθεροποιείται στην έξοδο y και για κάθε x το οποίο σχετίζεται µε
ένα ή περισσότερα y µέσω της RA ο υπολογισµός να συγκλίνει πάντοτε σε
κάποιο απ’ αυτά τα y και ϕυσικά για κάθε y να υπάρχει τουλάχιστον ένας
υπολογισµός που συγκλίνει σε αυτό.

Τέλος δίνουµε έναν ορισµό για την συνήθη περίπτωση των πάντα-σταθερο-
ποιούµενων πρωτοκόλλων (ο αναγνώστης αξίζει να παρατηρήσει ότι εδώ η
συνάρτηση που υπολογίζεται είναι υποχρεωτικά ολική, καθώς κάθε υπολογι-
σµός του πρωτοκόλλου για κάθε είσοδο ϑα πρέπει να σταθεροποιείται).

Ορισµός 7. Θα λέµε ότι ένα πάντα-σταθεροποιούµενο πρωτόκολλο πληθυ-
σµού A που τρέχει σε ένα γράφο επικοινωνίας G = (V,E) υπολογίζει σταθερά
µία σχέση εισόδου-εξόδου RA ⊆ X ×Y εάν, για κάθε ανάθεση εισόδου x ∈ X
και ανάθεση εξόδου y ∈ Y , η x σχετίζεται µε την y µέσω της RA (δηλαδή,
RA(x, y)) εάν και µόνον εάν υπάρχει ένας υπολογισµός του A που ξεκινάει
απ’ την αρχική διαµόρφωση I(x) και σταθεροποιείται στην έξοδο y. Στην ει-
δική περίπτωση που η RA είναι µονοσήµαντη, γράφουµε FA(x) = y για κάθε

6εάν και µόνον εάν
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(x, y) ∈ RA και λέµε ότι το πρωτόκολλο A υπολογίζει σταθερά την ολική
συνάρτηση FA : X → Y.

Ορισµός 8. Θα λέµε ότι µία σχέση εισόδου-εξόδου R είναι σταθερά υπολογί-
σιµη ανν υπάρχει κάποιο πρωτόκολλο που υπολογίζει σταθερά την R.

Ας δούµε ένα παράδειγµα για να γίνουν πιο κατανοητοί οι ορισµοί. ΄Ε-
στω ότι στο παράδειγµα του ιχθυοτροφείου υπάρχουν τα ψάρια u1, . . . , u101

και ότι ο γράφος επικοινωνίας είναι πλήρης. ΄Εστω ότι η ανάθεση εισόδου x
περιγράφεται από το διάνυσµα (1, . . . , 1, 0, 0), δηλαδή αναθέτει στους πρά-
κτορες u1, . . . , u99 την τιµή 1 και στους u100, u101 την τιµή 0. Η αντίστοιχη
διαµόρφωση εισόδου I(x) περιγράφεται από το διάνυσµα (q1, . . . , q1, q0, q0).
Οποιοσδήποτε υπολογισµός και να διεξαχθεί ξεκινώντας από την I(x) ϐά-
σει του πρωτοκόλλου που δώσαµε για το πρόβληµα αυτό και ϐάσει των ε-
πιλογών του εχθρικού δροµολογητή ϑα καταλήξει σε µία διαµόρφωση C υ-
πό την οποία ένας πράκτορας, έστω χ.β.τ.γ. ο u50, ϑα ϐρίσκεται στην κα-
τάσταση q99, ενώ όλοι οι υπόλοιποι πράκτορες ϑα ϐρίσκονται στην κατά-
σταση q0. Επειδή O(q0) = O(q99) = 0 η διαµόρφωση εξόδου O(C) πε-
ϱιγράφεται από το διάνυσµα (0, . . . , 0) διάστασης 101. Επιπρόσθετα, οι
µόνοι κανόνες που µπορούν να εφαρµοσθούν από εδώ και πέρα είναι οι
(q0, q0) → (q0, q0), (q99, q0) → (q99, q0) και (q0, q99) → (q99, q0) πράγµα το ο-
ποίο σηµαίνει ότι οποιαδήποτε διαµόρφωση προσβάσιµη από την C αντιστοι-
χεί στην διαµόρφωση εξόδου (0, 0, . . . , 0). Αυτό σηµαίνει ότι η C είναι µία
σταθερής-εξόδου διαµόρφωση και ότι ο υπολογισµός σταθεροποιείται στην
έξοδο (0, 0, . . . , 0) (είναι η ανάθεση εξόδου yC που ορίζεται ως yC = 0 για
κάθε u ∈ {u1, . . . , u101}). Εποµένως, ισχύει R((1, . . . , 1, 0, 0), (0, 0, . . . , 0)),
όπου R είναι η σχέση εισόδου-εξόδου που υπολογίζεται απ’ το πρωτόκολ-
λο, αφού δείξαµε ότι υπάρχει κάποιος υπολογισµός του πρωτοκόλλου που
ξεκινάει από την (1, . . . , 1, 0, 0) και σταθεροποιείται στην (0, 0, . . . , 0). Στην
πραγµατικότητα, αξίζει να παρατηρήσει κανείς ότι η R είναι µονοσήµαντη
(και επιπλέον ικανοποιεί την πρόσθετη απαίτηση σύγκλισης που ϑέσαµε στον
Ορισµό 6) και, εποµένως, µπορούµε να γράψουµε

F (1, . . . , 1, 0, 0) = (0, 0, . . . , 0).

Το ότι η R είναι µονοσήµαντη σε συνδυασµό µε την πρόσθετη απαίτηση σύγ-
κλισης που ϑέσαµε στον Ορισµό 6, στην περίπτωση της ανάθεσης εισόδου
(1, . . . , 1 , 0, 0) συνεπάγεται ότι οποιοσδήποτε υπολογισµός δίνει ως έξοδο την
ανάθεση εξόδου (0, 0, . . . , 0) (αξίζει να αναφέρουµε ότι χωρίς την πρόσθετη
απαίτηση, το πρωτόκολλο µπορεί ορισµένες ϕορές µε είσοδο (1, . . . , 1 , 0, 0)
να µην συνέκλινε σε καµία έξοδο). Επιπρόσθετα, επειδή το πρωτόκολλο αυ-
τό είναι πάντα-σταθεροποιούµενο, εφαρµόζεται και ο Ορισµός 7 και η F
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είναι στην πραγµατικότητα ολική συνάρτηση. Επίσης, παρατηρούµε ότι η
σταθερής-εξόδου διαµόρφωση C µπορεί να παράγει διαµορφώσεις µε διαφο-
ϱετικές καταστάσεις, αφού π.χ. η κατάσταση q99 µπορεί να περιφέρεται στο
δίκτυο. ΄Οµως, αυτό δεν έχει καµία σηµασία ως προς την έξοδο του υπολογι-
σµού, αφού αυτή δεν µεταβάλλεται σε καµία από τις διαµορφώσεις που είναι
προσβάσιµες απ’ την C.

2.4 Συναρτήσεις µε άλλα πεδία ορισµού

΄Οπως είδαµε, τα πρωτόκολλα πληθυσµών µπορούν να υπολογίσουν µερικές
συναρτήσεις από το X στο Y. Το X ορίστηκε ως το σύνολο όλων των συναρ-
τήσεων από το V στο X. Θα καλούµε το X ϕυσικό πεδίο ορισµού εισόδου και
το Y ϕυσικό πεδίο τιµών εξόδου.

Για να κάνουµε τα πρωτόκολλα πληθυσµών ικανά να υπολογίζουν συ-
ναρτήσεις πάνω σε άλλα πεδία ορισµού και τιµών, χρειαζόµαστε κατάλληλες
παραδοχές εισόδου και εξόδου. Μία παραδοχή κωδικοποίησης εισόδου για το
πεδίο ορισµούDI είναι µία συνάρτηση EI : X → DI και µία παραδοχή κωδι-
κοποίησης εξόδου για το πεδίο τιµών DO είναι µία συνάρτηση EO : Y → DO.
Εάν EI(x) = u (και αντιστοίχως EO(y) = ν), λέµε ότι η διαµόρφωση εισόδου
x αναπαριστά το u (αντιστοίχως, η διαµόρφωση εξόδου y αναπαριστά το ν).
Βάσει αυτής της ορολογίας µπορούµε να ορίσουµε τις ϕυσικές παραδοχές
κωδικοποίησης εισόδου και εξόδου ως τις ταυτοτικές συναρτήσεις πάνω στα
X και Y, αντίστοιχα (στις οποίες κάθε στοιχείο αναπαριστά τον εαυτό του).

Οι παραδοχές EI και EO δεν χρειάζεται ούτε να είναι ένα-προς-ένα ούτε
επί συναρτήσεις. Συνεπώς, κάθε στοιχείο τουDI (αντιστοίχως τουDO) µπορεί
να αναπαρίσταται από κανένα, ένα ή και περισσότερα στοιχεία του ϕυσικού
πεδίου ορισµού εισόδου X (αντιστοίχως του Y ). Με ϕυσικό τρόπο σχετίζουµε
µε τη σχέση εισόδου-εξόδου RA την αναπαριστάµενη σχέση εισόδου-εξόδου
SA ⊆ DI ×DO, όπου η SA(u, ν) ισχύει εάν και µόνον εάν υπάρχουν x ∈ X
και y ∈ Y τ.ώ. να ικανοποιείται η RA(x, y) και επιπλέον EI(x) = u και
EO(y) = ν (δηλαδή, η x αναπαριστά την u και η y την ν ϐάσει των παραδοχών
εισόδου και εξόδου EI και EO, αντίστοιχα). Λέµε ότι η RA είναι (ϐάσει των
παραδοχών κωδικοποίησης EI και EO) αντιπροσωπευτικά ανεξάρτητη (και
αντίστοιχα το πρωτόκολλο A ϑα καλείται αντιπροσωπευτικά ανεξάρτητο) ανν
για κάθε x1, x2 ∈ X τ.ώ. EI(x1) = EI(x2) (δηλαδή, τα x1, x2 αναπαριστούν
το ίδιο στοιχείο του DI ),

{EO(y)|R(x1, y)} = {EO(y)|R(x2, y)}.
Με άλλα λόγια, αν δύο αναθέσεις εισόδου x1 και x2 αναπαριστούν το ίδιο
στοιχείο u του DI , τότε αν Y1 είναι το σύνολο των αναθέσεων εξόδου για τις
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οποίες ισχύει R(x1, y) και Y2 αυτές για τις οποίες ισχύει R(x2, y) τότε τα Y1

και Y2 ϑα πρέπει να έχουν την ίδια εικόνα στο DO ϐάσει της EO. Αξίζει να
παρατηρήσουµε ότι αν δεν συνέβαινε αυτό, τότε µπορεί να υπήρχαν x1 και
x2 που αναπαριστούν και τα δύο το u, και η SA(u, ν) να ίσχυε µόνο λόγω του
x1, δηλαδή να ίσχυε ν ∈ {EO(y)|R(x1, y)} και ν /∈ {EO(y)|R(x2, y)}. Στην
περίπτωση αυτή ξεκινώντας από την αρχική διαµόρφωση I(x2) δεν ϑα µπο-
ϱούσαµε ποτέ να πάρουµε ως έξοδο το ν, αφού δεν υπάρχει ανάθεση εξόδου y
που να αναπαριστά το ν τ.ώ. R(x2, y), παρότι η x2 αναπαριστά το u και παρότι
λόγω της x1 ισχύει SA(u, ν). Αντίθετα, εάν η RA είναι αντιπροσωπευτικά ανε-
ξάρτητη και ισχύει η SA(u, ν), τότε για κάθε x που αναπαριστά το u, υπάρχει
y που αναπαριστά το ν τ.ώ. να ισχύει η RA(x, y). Θα λέµε ότι το πρωτόκολλο
A υπολογίζει σταθερά την αναπαριστάµενη σχέση εισόδου-εξόδου SA εάν το A
σταθεροποιείται σε κάθε υπολογισµό (εδώ προϋποθέτουµε τη σταθεροποίηση
σε κάθε υπολογισµό αντίθετα µε ό, τι κάναµε πριν) και είναι αντιπροσωπευ-
τικά ανεξάρτητο. Στην ειδική περίπτωση που η SA είναι µονοσήµαντη, λέµε
ότι το A υπολογίζει σταθερά την µερική συνάρτηση FA : DI → DO.

Με απλά λόγια, εάν τοA υπολογίζει σταθερά την SA, τότε η SA(u, ν) ισχύει
ανν για κάθε αναπαράσταση του u, υπάρχει κάποιος υπολογισµός του A που
ξεκινάει από αυτή την αναπαράσταση και σταθεροποιείται σε µία έξοδο που
αναπαριστά το ν. Επιπρόσθετα, αφού όπως υποθέσαµε κάθε υπολογισµός
του A σταθεροποιείται, εάν το A ξεκινάει µε µία αναπαράσταση κάποιου u ∈
DI , ο υπολογισµός σταθεροποιείται σε µία έξοδο που αναπαριστά κάποιο ν ∈
DO. ΄Οταν η SA είναι µονοσήµαντη, κάθε υπολογισµός που ξεκινάει από µία
αναπαράσταση του u σταθεροποιείται πάντοτε σε µία έξοδο που αναπαριστά
την FA(u).

2.4.1 Συναρτήσεις πολλών µεταβλητών

Κάθε στοιχείο του X µπορεί να περιγραφεί από ένα διάνυσµα διάστασης n,
όπου η i-στή συνιστώσα του αντιστοιχεί στην είσοδο του πράκτορα i δεδο-
µένης µίας ολικής διάταξης των πρακτόρων V = {1, 2, . . . , n}. Κάθε τέτοιο
διάνυσµα είναι ένα στοιχείο του Xn. Παρατηρούµε ότι για να µπορέσουµε
να πούµε ότι ένα πρωτόκολλο υπολογίζει (σταθερά) µία συνάρτηση πολλών
µεταβλητών f : Xn → Y n ϑα πρέπει να κάνουµε δύο παραδοχές. Η πρώτη
καλείται παραδοχή εισόδου-πρακτόρων, υποθέτει ένα ολικά διατεταγµένο σύ-
νολο n πρακτόρων και αναθέτει το i-στό όρισµα της f στον i-στό πράκτορα,
όπου 1 ≤ i ≤ n. Η παραδοχή αυτή είναι απαραίτητη αν ϑέλουµε ένα πρω-
τόκολλο να υπολογίζει µία µη-συµµετρική συνάρτηση πολλών µεταβλητών,
καθώς από µόνα τους τα στοιχεία του πεδίου ορισµού της δεν δίνουν καµία
πληροφορία για το που ανατίθεται κάθε σύµβολο του διατεταγµένου συνό-
λου που τα περιγράφει. Η δεύτερη καλείται παραδοχή εξόδου-πρακτόρων,
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υποθέτει την ίδια διάταξη και παίρνει το i-στό στοιχείο της τιµής της f από
την έξοδο του i-στού πράκτορα. Η παραδοχές αυτές δεν χρειάζονταν στην
περίπτωση των συνόλων X και Y, καθώς κάθε στοιχείο του X (Y ) καθορίζει
πλήρως την τιµή εισόδου (εξόδου) κάθε πράκτορα του πληθυσµού.

2.4.2 Κατηγορήµατα πάνω στο X
΄Ενα κατηγόρηµα µε πεδίο ορισµού τοX είναι ουσιαστικά µία συνάρτηση από
το X στο {0, 1}. Η παραδοχή εξόδου κατηγορηµάτων υποθέτει ότι Y = {0, 1}
και απαιτεί όλοι οι πράκτορες να συµφωνούν ως προς την έξοδό τους.

Ορισµός 9. ΄Ενα πρωτόκολλο A υπολογίζει σταθερά ένα κατηγόρηµα p :
X → {0, 1} ανν η σχέση εισόδου-εξόδου του πρωτοκόλλου είναι µονοσήµαντη
και για κάθε ανάθεση εισόδου x ∈ X , αν p(x) = 1 τότε FA(x) είναι η ανάθεση
εξόδου που αντιστοιχίζει κάθε πράκτορα στην τιµή 1, αλλιώς FA(x) είναι η
ανάθεση εξόδου που αντιστοιχίζει κάθε πράκτορα στην τιµή 0.

Να ϑυµίσουµε ότι µε FA(x) συµβολίζουµε την ανάθεση εξόδου στην οποία
σταθεροποιείται κάθε υπολογισµός του πρωτοκόλλουA µε είσοδο x ∈ X (επι-
τρέπεται να µιλήσουµε για σταθεροποίηση κάθε υπολογισµού επειδή η σχέση
εισόδου-εξόδου του A είναι µονοσήµαντη, εποµένως µερική συνάρτηση και
εφαρµόζεται ο Ορισµός 6).

∆ιαισθητικά, ένα κατηγόρηµα πάνω στο σύνολο των αναθέσεων εισόδου
X διαµερίζει το X σε δύο υποσύνολα TX και FX (διαµερίζει σηµαίνει ότι
TX ∪ FX = X και TX ∩ FX = ∅) και είναι αληθές για όλα τα στοιχεία του
TX (τα αντιστοιχίζει στην τιµή 1) και ψευδές για όλα τα στοιχεία του FX (τα
αντιστοιχίζει στην τιµή 0).

Στο παράδειγµα του ιχθυοτροφείου, το πρωτόκολλο που παρουσιάσαµε
υπολογίζει σταθερά το κατηγόρηµα που ϑεωρεί αληθή κάθε ανάθεση εισόδου
που αντιστοιχίζει τουλάχιστον 100 πράκτορες στην τιµή 1 (ο ιός J έχει µολύνει
τουλάχιστον 100 πράκτορες και το 1 σηµαίνει συναγερµός) και ψευδή κάθε
άλλη ανάθεση εισόδου. Μία αρκετά απλή απόδειξη ορθότητας του πρωτοκόλ-
λου ϑα έδειχνε ότι για κάθε x ∈ TX το πρωτόκολλο ξεκινώντας από την I(x)
καταλήγει πάντοτε (ανεξαρτήτως των επιλογών του δίκαιου δροµολογητή) σε
µία σταθερής-εξόδου διαµόρφωση όπου όλοι οι πράκτορες δίνουν ως έξοδο
την τιµή 1, ειδοποιούν δηλαδή όλοι για το συναγερµό, ενώ για κάθε x ∈ FX
πάντοτε όλοι οι πράκτορες δίνουν τελικά7 ως έξοδο την τιµή 0, ειδοποιώντας
ότι λιγότερα από 100 ψάρια ϐρέθηκαν µολυσµένα.

7Επειδή ο χρόνος που απαιτείται για να συµβεί κάποιο γεγονός στο υπό εξέταση µοντέλο
είναι άγνωστος, ϑα χρησιµοποιούµε συχνά τη ϕράση ‘‘τελικά συµβαίνει’’ για να εκφράσουµε
τη ϐεβαιότητα ότι κάποια στιγµή το γεγονός αυτό ϑα συµβεί ανεξαρτήτως των επιλογών του
δροµολογητή.
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΄Εχοντας ορίσει τον σταθερό υπολογισµό κατηγορηµάτων είναι εύκολο να
δει κανείς ότι η παραδοχή εξόδου κατηγορηµάτων γενικεύει στην περίπτωση
συναρτήσεων από τις αναθέσεις εισόδου X στο αλφάβητο εξόδου Y . Στην
περίπτωση αυτή η παραδοχή αλφαβήτου εξόδου υποθέτει οποιοδήποτε πε-
περασµένο αλφάβητο εξόδου Y και απαιτεί όλοι οι πράκτορες να συµφω-
νούν ως προς την εξόδό τους (γενίκευση της παραδοχής εξόδου κατηγορηµά-
των). Οµοίως µε πριν, ένα πρωτόκολλο υπολογίζει σταθερά µία συνάρτηση
f : X → Y (το Y είναι το αλφάβητο εξόδου και όχι το σύνολο των αναθέσεων
εξόδου Y ) αν, για κάθε x ∈ X τ.ώ. f(x) = y, σε κάθε υπολογισµό που ξεκι-
νάει απ’ την I(x) τελικά όλοι οι πράκτορες δίνουν ως έξοδο το σύµβολο (τιµή)
y.

2.4.3 Ακέραιες συναρτήσεις

΄Εστω f : Zk → Zl µία µερική συνάρτηση πάνω σε ακέραια διανύσµατα. Αυτό
που επιθυµούµε είναι να ορίσουµε µία παραδοχή που να µας ϐοηθάει να
χρησιµοποιούµε ως κωδικοποιήσεις τα στοιχεία των συνόλων X, Y και Q για
να διασκορπίσουµε τις ακέραιες τιµές σε όλο τον πληθυσµό. Για παράδειγµα,
επιθυµούµε κάθε σύµβολο εισόδου να κωδικοποιεί ένα k-διάνυσµα ακεραίων
κατά τέτοιον τρόπο ώστε για κάθε ακέραιο διάνυσµα r που ανήκει στο πεδίο
ορισµού της f , να υπάρχει ανάθεση εισόδου x ∈ X τ.ώ. αν αθροίσουµε τις
διανυσµατικές αναπαραστάσεις των συµβόλων εισόδου που η x αναθέτει στους
πράκτορες να προκύπτει το r. Παρόµοια διάχυτη αναπαράσταση ϑέλουµε
να διατηρείται τόσο κατά την εκτέλεση του υπολογισµού όσο και κατά την
ανάγνωση της εξόδου, εποµένως, µε παρόµοιο τρόπο ϑα πρέπει να ορίσουµε
τα διανύσµατα τα οποία κωδικοποιούν οι καταστάσεις και τα σύµβολα εξόδου.

΄Οπως είπαµε, στο µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών κάθε πράκτορας
έχει O(1) συνολική χωρητικότητα µνήµης και ως εκ τούτου µπορεί να απο-
ϑηκεύσει το πολύ O(1) ακεραίους απόλυτης τιµής το πολύ O(1) ο καθένας.
Με την διάχυτη αναπαράσταση κάθε ακέραιος σπάει σε O(1) συνιστώσες (αυ-
τές που ϑα αθροιστούν για να δώσουν τον ακέραιο) κάθε µία εκ των οποίων
αποθηκεύεται σε έναν διαφορετικό πράκτορα του πληθυσµού. Αφού κάθε
συνιστώσα µπορεί να έχει απόλυτη τιµή το πολύ O(1) και οι πράκτορες είναι
n, µε την διάχυτη αναπαράσταση ο πληθυσµός µπορεί να αποθηκεύσει έ-
ναν ακέραιο απόλυτης τιµής το πολύ O(n) και επιπρόσθετα κάθε πράκτορας
µπορεί να κρατάει O(1) τέτοιες συνιστώσες από O(1) διαφορετικούς ακεραί-
ους, άρα η διάχυτη αναπαράσταση µας δίνει τη δυνατότητα να αποθηκεύ-
σουµε στον πληθυσµό ένα διάνυσµα k = O(1) ακεραίων µε την απόλυτη τιµή
του κάθε ακεραίου να ϕράσσεται εκ των άνω από O(n). Εποµένως, στην
f : Zk → Zl οι διαστάσεις των διανυσµάτων k, l εκφράζουν το πλήθος των α-
κεραίων που καλείται να αποθηκεύσει ο πληθυσµός και ως εκ τούτου πρέπει
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να είναι σταθεροί αριθµοί και ανεξάρτητοι του n. Αντίθετα, κάθε ακέραιος
του διανύσµατος ϑα διασκορπιστεί στον πληθυσµό και συνεπώς µπορεί να
έχει απόλυτη τιµή το πολύ O(n).

΄Εστω J ένα σύνολο το οποίο ϑα χρησιµοποιούµε για να συµβολίζουµε είτε
το X, είτε το Y είτε το Q. Μία k-ϑέσεων παραδοχή κωδικοποίησης ακεραίων
πάνω στο J είναι µία αντιστοιχία ρ : J → Zk. Εποµένως, η ρ αντιστοιχίζει
κάθε στοιχείο j ∈ J σε ένα k-διάνυσµα ακεραίων ~z = (z1, z2 . . . , zk) ∈ Zk και
ϑα λέµε ότι το j κωδικοποιεί το διάνυσµα ~z. Για παράδειγµα, αν J = X τότε
η ρX : X → Zk αντιστοιχίζει κάθε σύµβολο εισόδου x ∈ X στο k-διάνυσµα
ακεραίων το οποίο ϑα κωδικοποιεί (οµοίως για J = Y και J = Q). ΄Εστω
J = JV το σύνολο όλων των συναρτήσεων από το V στο J . Για παράδειγµα,
αν J = X τότε J = X , δηλαδή το σύνολο όλων των δυνατών αναθέσεων
εισόδου (αν J = Y τότε J = Y, ενώ αν J = Q τότε J = C, δηλαδή, το σύνολο
όλων των δυνατών διαµορφώσεων πληθυσµού). Επεκτείνουµε την ρ σε µία
αντιστοιχία από το J στο Zk, η οποία για κάθε γ ∈ J ορίζεται ως :

ρ(γ) =
∑
u∈V

ρ(γ(u)) (2.1)

Ας δούµε πώς ερµηνεύεται ο τύπος (2.1) στην περίπτωση που J = X. Στην
περίπτωση αυτή η επεκταθείσα ρX παίρνει ως είσοδο µία ανάθεση εισόδου x ∈
X . Για κάθε πράκτορα u ∈ V , x(u) είναι το σύµβολο εισόδου που η x αναθέτει
στον u. Εποµένως, για κάθε u ∈ V , ρX(x(u)) είναι το k-διάνυσµα ακεραίων
το οποίο κωδικοποιείται από το σύµβολο που έχει ανατεθεί στον πράκτορα
u. Συνεπώς, στην περίπτωση αυτή, το ρX(x) (τώρα αναφερόµαστε και πάλι
στην επεκταθείσα ρX ) δεν είναι τίποτα άλλο από το k-διάνυσµα ακεραίων
που προκύπτει αθροίζοντας πάνω σε όλους τους πράκτορες το k-διάνυσµα
ακεραίων που αναπαρίσταται από το σύµβολο εισόδου του κάθε πράκτορα.
Θα λέµε ότι το ρX(x), που προκύπτει από το άθροισµα των διασκορπισµένων
διανυσµάτων, είναι το διάνυσµα που αναπαρίσταται από την ανάθεση εισόδου
x.

΄Ενα ακέραιο k-διάνυσµα εισόδου κωδικοποιείται από µία k-ϑέσεων πα-
ϱαδοχή κωδικοποίησης ρX πάνω στο αλφάβητο εισόδου X. ΄Ενα ακέραιο
l-διάνυσµα εξόδου κωδικοποιείται από µία l-ϑέσεων παραδοχή κωδικοποίη-
σης ρY πάνω στο αλφάβητο εξόδου Y . Κατά τη διάρκεια του υπολογισµού,
ο πληθυσµός µπορεί να διατηρεί ένα ακέραιο m-διάνυσµα που, αντιστοίχως,
κωδικοποιείται από την ρQ πάνω στο σύνολο καταστάσεων Q.

∆εδοµένων των προαναφερθέντων παραδοχών κωδικοποίησης µπορούµε
να δώσουµε τον ακόλουθο ορισµό για τον σταθερό υπολογισµό ακέραιων συ-
ναρτήσεων απ’ τα πρωτόκολλα πληθυσµών:
Ορισµός 10. ΄Ενα πρωτόκολλο πληθυσµούA υπολογίζει σταθερά µία συνάρ-
τηση f : Zk → Zl αν ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες :
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1. Για κάθε r ∈ Zk στο πεδίο ορισµού της f , υπάρχει ανάθεση εισόδου
x ∈ X τ.ώ. ρX(x) = r.

2. Για κάθε x ∈ X , αν το ρX(x) ανήκει στο πεδίο ορισµού της f τότε υπάρχει
ανάθεση εξόδου y ∈ Y τ.ώ. να ικανοποιείται η RA(x, y).

3. Για κάθε x ∈ X και y ∈ Y , αν ικανοποιείται η RA(x, y) τότε ρY (y) =
f(ρX(x)).

Η πρώτη συνθήκη εξασφαλίζει ότι κάθε ακέραιο διάνυσµα στο πεδίο ορι-
σµού της f αναπαρίσταται (µέσω της επεκταθείσας ρX ) από κάποια ανάθεση
εισόδου. Η δεύτερη συνθήκη εξασφαλίζει ότι εάν µια ανάθεση εισόδου x
αναπαριστά κάποιο ακέραιο διάνυσµα απ’ το πεδίο ορισµού της f (κάποιες
αναθέσεις εισόδου µπορεί να µην αναπαριστούν κανένα διάνυσµα) τότε υπάρ-
χει ανάθεση εξόδου στην οποία σταθεροποιείται κάποιος υπολογισµός του A
που ξεκινάει απ’ την I(x) και δεν υπάρχει υπολογισµός που ξεκινάει απ’
την I(x) και δεν σταθεροποιείται (αν υπήρχε τέτοιος τότε σε ορισµένες περι-
πτώσεις το πρωτόκολλο δεν ϑα υπολόγιζε καµία έξοδο). Παρατηρούµε ότι η
δεύτερη συνθήκη επιτρέπει την ύπαρξη ενός υποσυνόλου {y1, y2, . . . , yt} ⊆ Y
τ.ώ. για κάθε y ∈ {y1, y2, . . . , yt} να ικανοποιείται η RA(x, y). ∆εδοµένου αυ-
τού, η τρίτη συνθήκη εξασφαλίζει ότι κάθε y ∈ {y1, y2, . . . , yt}, δηλαδή κάθε
y για το οποίο υπάρχει υπολογισµός του A που ξεκινάει απ’ την I(x) και
δίνει έξοδο y, αναπαριστά το ακέραιο διάνυσµα που επιστρέφει η f µε είσοδο
ρX(x). Το ότι η ίδια ανάθεση εισόδου x µπορεί να οδηγεί σε πολλές αναθέσεις
εξόδου {y1, y2, . . . , yt} για διαφορετικούς υπολογισµούς δείχνει ότι ένα πρω-
τόκολλο A µπορεί να υπολογίζει σταθερά µία ακέραια συνάρτηση f ακόµα
και αν η σχέση εισόδου-εξόδου RA δεν είναι µονοσήµαντη. Για παράδειγ-
µα, µπορεί να ισχύει r = ρX(x) ∈ Zk και RA(x, y1), RA(x, y2), . . . , RA(x, yt)
για y1 6= y2 6= . . . 6= yt, αλλά ρY (y1) = ρY (y2) = . . . = ρY (yt) = f(r)
(συνεπώς, παρότι η ίδια ανάθεση εξόδου x που αναπαριστά κάποιο r απ’ το
πεδίο ορισµού της f οδηγεί σε αρκετές αναθέσεις εξόδου για διαφορετικούς
υπολογισµούς, όλες αναπαριστούν την f(r)).

Συνοψίζοντας, για να υπολογίζει σταθερά ένα πρωτόκολλο A µία ακέραια
συνάρτηση f , ϑα πρέπει, πρώτα απ’ όλα, κάθε στοιχείο του πεδίου ορισµού
της f να αναπαρίσταται από κάποια ανάθεση εισόδου. Επιπρόσθετα, για κάθε
ανάθεση εισόδου που αναπαριστά ένα στοιχείο του πεδίου ορισµού της f , ϑα
πρέπει κάθε υπολογισµός του A ξεκινώντας απ’ την αρχική διαµόρφωση που
αντιστοιχεί στην ανάθεση αυτή να σταθεροποιείται σε κάποια ανάθεση εξόδου
(ίσως σε διαφορετική κάθε υπολογισµός) και, τέλος, όλες αυτές οι αναθέσεις
εξόδου ϑα πρέπει να αναπαριστούν την τιµή της f µε είσοδο το στοιχείο του
πεδίου ορισµού της που αναπαριστά η ανάθεση εισόδου.
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2.4.4 Συµβολοσειρές

Είσοδοι που είναι συµβολοσειρές αναπαρίστανται διάχυτα στον πληθυσµό, µε
το i-στό σύµβολο να ανατίθεται στον i-στό πράκτορα. Για το λόγω αυτό υπο-
ϑέτουµε ένα διατεταγµένο σύνολο πρακτόρων της µορφής V = {u1, . . . , un}
και ένα αυθαίρετο αλφάβητο εισόδου X = {σ1, . . . , σk}. Η παραδοχή συµ-
ϐολοσειράς εισόδου ορίζει DI = X∗ και EI(x) = x(u1)x(u2) · · · x(un), όπου
x ∈ X . Για παράδειγµα, αν η ανάθεση εισόδου x αναθέτει στον u1 το σύµβολο
a, στον u2 το σύµβολο b, στον u3 το σύµβολο c και σε όλους τους υπόλοιπους
πράκτορες το σύµβολο d τότε η x αναπαριστά τη συµβολοσειρά abcddddd · · · d.

2.5 Βασικό Μοντέλο Πρωτοκόλλων Πληθυσµών

Στην ενότητα αυτή ϑα επικεντρώσουµε το ενδιαφέρον µας στην όλων-των-
Ϲευγών οικογένεια κατευθυνόµενων γράφων επικοινωνίας (Gd

All).

Ορισµός 11. Το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών που υποθέτει γρά-
ϕους επικοινωνίας από την οικογένεια Gd

All καλείται ϐασικό µοντέλο πρωτο-
κόλλων πληθυσµών.8

Σε αυτή την ενότητα ϑα παρουσιάσουµε κάποια πρώτα αποτελέσµατα σχε-
τικά µε την υπολογιστική ισχύ του ϐασικού µοντέλου πρωτοκόλλων πληθυ-
σµών (ϐλέπε [3] και [4]), ενώ στο επόµενο κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε εξ’
ολοκλήρου µε το ϑέµα αυτό, όπου και ϑα παρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα
του πλήρους χαρακτηρισµού της κλάσης κατηγορηµάτων που υπολογίζονται
απ’ το ϐασικό µοντέλο σύµφωνα µε το [6].

΄Εστω π µία αντιµετάθεση του V , δηλαδή, µία ένα-προς-ένα συνάρτηση
από το V στο V .9 Παρατηρούµε ότι λόγω της απόλυτης συµµετρίας µεταξύ
των πρακτόρων του ϐασικού µοντέλου πρωτοκόλλων πληθυσµών, οι σχέσεις
εισόδου-εξόδου που υπολογίζονται σταθερά παραµένουν αµετάβλητες κάτω
από οποιαδήποτε µετονοµασία των πρακτόρων, δηλαδή αν RA(x, y), τότε
RA(x ◦ π, y ◦ π) για κάθε αντιµετάθεση π του V . Στην ειδική περίπτωση
των κατηγορηµάτων η ανάθεση εξόδου y : V → Y είναι µία σταθερή συνάρ-
τηση, αφού είτε αντιστοιχίζει όλους τους πράκτορες στην τιµή 0 είτε όλους
τους πράκτορες στην τιµή 1. Αυτό συνεπάγεται ότι σε αυτή την περίπτωση
y ◦ π = y για κάθε αντιµετάθεση π του V και η έξοδος αποφασίζεται από
το πολυσύνολο των συµβόλων εισόδου (αφού, λόγω της συµµετρίας, δεν έχει

8Στο [4] αναφέρεται και ως τυπικό µοντέλο.
9Επειδή το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών της π έχουν τον ίδιο πληθάριθµο, µία

ένα-προς-ένα συνάρτηση από το V στο V είναι µία αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία από το V
στο V (δηλαδή η π είναι και επί συνάρτηση).



28 Το Μοντέλο των Πρωτοκόλλων Πληθυσµών

καµία σηµασία σε ποιόν πράκτορα ανατίθεται αρχικά κάθε σύµβολο). Επο-
µένως, στο ϐασικό µοντέλο, τα κατηγορήµατα που υπολογίζονται σταθερά
είναι της µορφής p : Xn → {0, 1}, όπου p(x1) = p(x2) για κάθε x1, x2 ∈ Xn

µε x1 6= x2, τ.ώ. τα x1 και x2 περιέχουν τα ίδια σύµβολα εισόδου µε δια-
ϕορετική διάταξη και συνεπώς τα κατηγορήµατα που υπολογίζονται σταθερά
από το ϐασικό µοντέλο είναι συµµετρικά. Είναι πολύ σηµαντικό να παρατη-
ϱήσει κανείς ότι το ϐασικό µοντέλο δεν µπορεί να υπολογίσει σταθερά ένα
µη-συµµετρικό κατηγόρηµα αφού, λόγω της ανωνυµίας των πρακτόρων και
της συµµετρίας του πλήρους γράφου επικοινωνίας, δεν µπορεί να ξεχωρίσει
µία ανάθεση εισόδου από κάποια αντιµετάθεσή της.

Υποθέτουµε ότι ο πληθυσµός είναι Vn = {1, 2, . . . , n} και ο γράφος επι-
κοινωνίας είναι Gn = (Vn, En), όπου En = {(u, υ) | u, υ ∈ V και u 6= υ},
δηλαδή, ο Gn είναι ο πλήρης κατευθυνόµενος γράφος πάνω στο σύνολο Vn.

΄Εστω {fn} µία οικογένεια Boolean συναρτήσεων τ.ώ. fn : {0, 1}n → {0, 1}
για κάθε n ≥ 1. ΄Ενα πρωτόκολλο πληθυσµού A υπολογίζει σταθερά την οι-
κογένεια {fn}, εάν για κάθε n ≥ 1, όταν το A τρέχει στο γράφο Gn υπολογίζει
σταθερά τη συνάρτηση fn δεδοµένης της παραδοχής εισόδου-πρακτόρων (ο
πράκτορας i παίρνει το i-στό όρισµα) και της παραδοχής εξόδου κατηγορη-
µάτων (τελικά όλοι οι πράκτορες συµφωνούν στη σωστή έξοδο). Σύµφωνα µε
τα προαναφερθέντα, κάθε σταθερά υπολογίσιµη οικογένεια Boolean συναρ-
τήσεων είναι συµµετρική.

Γενικότερα, µπορούµε να ϑεωρήσουµε και γλώσσες αντί για κατηγορήµα-
τα αφού κάθε γλώσσα L µε στοιχεία από το X∗ (το σύνολο όλων των πεπε-
ϱασµένων συµβολοσειρών που σχηµατίζονται από τα σύµβολα εισόδου), που
δηλαδή είναι L ⊆ X∗, αντιστοιχεί στο κατηγόρηµα pL : Xn → {0, 1} που ορί-
Ϲεται ως pL(x1, . . . , xn) = 1 ανν x1x2 · · · xn ∈ L. Θα λέµε ότι ένα πρωτόκολλο
A αποδέχεται τη γλώσσα L αν, για κάθε n ≥ 1, όταν το A τρέξει στο γράφο
επικοινωνίαςGn, υπολογίζει σταθερά το κατηγόρηµα pn,L : Xn → {0, 1}, που
ορίζεται ως pn,L(x) = pL(x) για κάθε x ∈ Xn (δηλαδή, το κατηγόρηµα που
ορίζει ποιες συµβολοσειρές µεγέθους n περιλαµβάνει η L, επιστρέφοντας γι’
αυτές την τιµή 1), δεδοµένων των παραδοχών εισόδου-πρακτόρων και εξόδου
κατηγορηµάτων.

΄Ενας παρόµοιος ορισµός που λαµβάνει υπ’ όψιν την παραδοχή συµβο-
λοσειράς εισόδου είναι ο εξής : ΄Εστω χL η χαρακτηριστική συνάρτηση της
γλώσσας L, δηλαδή χL(σ) = 1 ανν σ ∈ L. Λέµε ότι ένα πρωτόκολλο A
αποδέχεται την L ανν το A υπολογίζει σταθερά το κατηγόρηµα χL υπό την
παραδοχή συµβολοσειράς εισόδου, δηλαδή, για κάθε x ∈ X , το A αποδέ-
χεται την x ανν η συµβολοσειρά EI(x) την οποία αναπαριστά η x ϐάσει της
παραδοχής συµβολοσειράς εισόδου EI ανήκει στην L.

Μία γλώσσα L είναι αποδεκτή απ’ το ϐασικό µοντέλο ανν υπάρχει ϐασικό
πρωτόκολλο (ϐασικό πρωτόκολλο ϑα λέµε ένα πρωτόκολλο που τρέχει στο
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ϐασικό µοντέλο) που την αποδέχεται.

Πόρισµα 2. Αν η µία γλώσσα L ⊆ X∗ είναι αποδεκτή από το ϐασικό µοντέλο
πρωτοκόλλων πληθυσµών, τότε, για κάθε συµβολοσειρά x ∈ L, η L περιέχει
και όλες τις αντιµεταθέσεις της x (δηλαδή, η L είναι συµµετρική).

Απόδειξη. Αφού η L είναι σταθερά υπολογίσιµη από το ϐασικό µοντέλο, υ-
πάρχει πρωτόκολλοA που για κάθε n υπολογίζει σταθερά το pn,L στονGn. ΄Ο-
µως, τα κατηγορήµατα που υπολογίζονται σταθερά από το ϐασικό µοντέλο εί-
ναι συµµετρικά. ΄Αρα, αν pn,L(x) = 1 για κάποιο x ∈ Xn τότε pn,L(x′) = 1 για
κάθε αντιµετάθεση x′ του x. Για κάθε συµβολοσειρά x1x2 . . . xn της L µεγέ-
ϑους n, ισχύει ότι pn,L(x1, x2, . . . , xn) = 1 και, για κάθε x′ = (x′1, x

′
2, . . . , x

′
n),

αν pn,L(x′) = 1 τότε η συµβολοσειρά x′1x
′
2 . . . x

′
n ανήκει στην L. Επίσης,

όλες οι αντιµεταθέσεις της (x1, x2, . . . , xn) αντιστοιχούν σε όλες τις αντιµε-
ταθέσεις της συµβολοσειράς x1x2 . . . xn και αντιστρόφως. Σύµφωνα µε τα
παραπάνω, αν x1x2 . . . xn ∈ L τότε, αν x = (x1, x2, . . . , xn), pn,L(x) = 1, άρα
pn,L(x′) = 1 για κάθε αντιµετάθεση της x (αφού το pn,L είναι συµµετρικό) και
εφόσον κάθε x′ αντιστοιχεί σε µία διαφορετική αντιµετάθεση της συµβολοσει-
ϱάς x1x2 . . . xn, κάθε αντιµετάθεση της x1x2 . . . xn ανήκει στην L.

Το µόνο που έχει σηµασία σχετικά µε την αποδοχή συµµετρικών γλωσσών
είναι το πλήθος των εµφανίσεων κάθε συµβόλου στην είσοδο. ΄Εστω X =
{σ1, . . . , σk} και σ ∈ X∗. Η αντιστοιχία Parikh, Ψ : X∗ → Nk, αντιστοιχίζει τη
σ στο διάνυσµα (n1, . . . , nk), όπου το ni είναι ίσο µε το πλήθος των εµφανίσεων
του συµβόλου σi στη σ.

Λήµµα 3. ΄Εστω L µία συµµετρική γλώσσα πάνω στο αλφάβητο Σ µεγέθους
k. Τότε ένα πρωτόκολλο πληθυσµού A αποδέχεται την L ανν το Ψ(L) υπολο-
γίζεται σταθερά από τοA υπό την παραδοχή καταµέτρησης συµβόλων εισόδου.

Απόδειξη. Ψ(L) = {Ψ(σ)|σ ∈ L}, δηλαδή αποτελείται από όλα τα (n1, . . . , nk)
τ.ώ. ∃σ ∈ L όπου το ni εκφράζει τον αριθµό εµφανίσεων του σi στην
σ. Επεκτείνουµε το Ψ(L) στο κατηγόρηµα Ψ(L) : Nk → {0, 1}, όπου
Ψ(L)(n1, . . . , nk) = 1 ανν (n1, . . . , nk) ∈ Ψ(L). Αν το A υπολογίζει στα-
ϑερά το Ψ(L) υπό την παραδοχή καταµέτρησης συµβόλων εισόδου δίνει ως
έξοδο την τιµή 1 ανν η ανάθεση εισόδου x αναπαριστά κάποιο (n1, . . . , nk) ∈
Ψ(L) (αν EI είναι η παραδοχή καταµέτρησης συµβόλων εισόδου, EI(x) =
(n1, . . . , nk)). ΄Οµως, το x σύµφωνα µε την παραδοχή συµβολοσειράς ει-
σόδου αναπαριστά και κάποια συµβολοσειρά σx = σ1 · · · σn και ισχύει ότι
EI(x) = Ψ(σ1, . . . , σn), αφού Ψ(σ1, . . . , σn) = (n1, . . . , nk) (η EI απλώς µε-
τράει τις εµφανίσεις κάθε συµβόλου στην ανάθεση εισόδου x ενώ η Ψ µετράει
τις εµφανίσεις κάθε συµβόλου στην συµβολοσειρά που αναπαριστά η x και
ως εκ τούτου προκύπτει το ίδιο k-διάνυσµα ϕυσικών).
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Με ϐάση τα όσα είπαµε, παρατηρούµε ότι : ‘‘Το A υπολογίζει σταθερά
το Ψ(L) υπό την παραδοχή καταµέτρησης συµβόλων εισόδου’’ ⇔ ‘‘για κάθε
x ∈ X δίνει ως έξοδο 1 ανν EI(x) ∈ Ψ(L)’’⇔ ‘‘για κάθε x ∈ X δίνει ως έξοδο
1 ανν Ψ(σx) ∈ Ψ(L)’’ ⇔ ‘‘για κάθε x ∈ X δίνει ως έξοδο 1 ανν σx ∈ L’’ ⇔
‘‘αποδέχεται την L’’.

2.5.1 Σταθερά Υπολογίσιµα Κατηγορήµατα

Για να µελετήσουµε ποιες συναρτήσεις µπορούν να υπολογιστούν σταθερά
απ’ το ϐασικό µοντέλο πρωτοκόλλων πληθυσµών µπορούµε χ.β.τ.γ. να επι-
κεντρώσουµε το ενδιαφέρον µας στη µελέτη κατηγορηµάτων (που δεν είναι
τίποτα άλλο από συναρτήσεις µε σύνολο τιµών το Y = {0, 1}). Αυτό οφείλεται
στο ακόλουθο αποτέλεσµα:

Θεώρηµα 3. ΄Εστω µία συµµετρική συνάρτηση f : Xn → Y και έστω Pf,y :
Xn → {0, 1} ένα κατηγόρηµα που ορίζεται ως Pf,y(x) = 1 ανν f(x) = y (δη-
λαδή, Pf,y(x

′) = 0 για κάθε f(x′) 6= y). Τότε, η f είναι (σταθερά) υπολογίσιµη
ανν το Pf,y είναι υπολογίσιµο για κάθε y ∈ Y .

Απόδειξη. Το ‘‘µόνον εάν’’ µέρος είναι τετριµµένο. Αφού η f είναι σταθερά
υπολογίσιµη, για κάθε x ∈ Xn ο υπολογισµός δίνει ως έξοδο το f(x) και
κάθε κατηγόρηµα Pf,y µε y = f(x) δίνει έξοδο 1, ενώ όλα τα υπόλοιπα κα-
τηγορήµατα δίνουν έξοδο 0. Για το ‘‘εάν’’ µέρος, αν το Pf,y είναι υπολογίσιµο
για κάθε y ∈ Y , τότε τρέχουµε παράλληλα τα αντίστοιχα πρωτόκολλά τους
χρησιµοποιώντας µία ξεχωριστή συνιστώσα στην κατάσταση κάθε πράκτορα
για κάθε y. Η από κοινού συνάρτηση µετάβασης προκύπτει από τη σύνθεση
των συναρτήσεων µετάβασης όλων των πρωτοκόλλων. Το Y είναι εξ’ ορισµού
πεπερασµένο, άρα και οι νέες καταστάσεις είναι πεπερασµένες. Σε κάθε υπο-
λογισµό των Pf,y για κάποια είσοδο x, ένα µόνο εξ’ αυτών αποδέχεται (όλοι οι
πράκτορές του δίνουν έξοδο 1), καθώς αν αποδέχονταν τα Pf,y1 και Pf,y2, τότε
ϑα ίσχυε Pf,y1(x) = Pf,y2(x) = 1 το οποίο συνεπάγεται ότι y1 = y2 = f(x). Ε-
ποµένως, το µοναδικό κατηγόρηµα Pf,y που αποδέχεται κάθε ϕορά µε είσοδο
x δίνει την τιµή της συνάρτησης για είσοδο x, αφού f(x) = y.

Ιδιότητες Κλειστότητας

Ας εξετάσουµε αρχικά ποιες οικογένειες Boolean συναρτήσεων είναι σταθερά
υπολογίσιµες.

Λήµµα 4. ΄Εστω ότι {fn} και {gn} είναι οικογένειες Boolean συναρτήσεων τ.ώ.
fn, gn : {0, 1}n → {0, 1}, για κάθε n ≥ 1. Εάν οι {fn} και {gn} είναι σταθερά
υπολογίσιµες, τότε το ίδιο ισχύει και για τις {¬fn}, {fn ∧ gn}, και {fn ∨ gn}.
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Απόδειξη. ΄Εστω A και B τα πρωτόκολλα που υπολογίζουν τις {fn} και {gn},
αντίστοιχα. Αφού το A υπολογίζει σταθερά την {fn}, για κάθε γράφο Gn στον
οποίο τρέχει υπολογίζει σταθερά την fn. ∆ηλαδή, για κάθε x ∈ {0, 1}n τ.ώ.
fn(x) = 1 όλοι οι πράκτορες συµφωνούν τελικά στην έξοδο 1, αλλιώς όλοι οι
πράκτορες συµφωνούν στην έξοδο 0. Η ¬fn ορίζεται ως ¬fn(x) = 1 − fn(x).
΄Αρα, αν ϑεωρήσουµε το πρωτόκολλο A′ που είναι ίδιο µε το A µόνο που η
συνάρτηση εξόδου του ορίζεται ωςOA′(q) = 1−OA(q) για κάθε q ∈ QA = QA′,
τότε το A′ απαντάει πάντα το αντίθετο απ` το A και ως εκ τούτου υπολογίζει
σταθερά την ¬fn και αφού αυτό ισχύει για κάθε n υπολογίζει σταθερά την
{¬fn}. Τρέχοντας τα A και B παράλληλα στην ίδια είσοδο (το ένα αγνοεί την
ύπαρξη του άλλου), οι καταστάσεις των πρακτόρων σπάνε σε δύο συνιστώσες
όπου χ.β.τ.γ. η πρώτη ανήκει στο A και η δεύτερη στο B. ΄Εστω C το από
κοινού πρωτόκολλο. Αν OC((qA, qB)) = 1 ανν OA(qA) = 1 και OB(qB) = 1
για κάθε (qA, qB) ∈ QA ×QB, τότε το C υπολογίζει την {fn ∧ gn}. Οµοίως, αν
OC((qA, qB)) = 1 ανν OA(qA) = 1 ή OB(qB) = 1 για κάθε (qA, qB) ∈ QA×QB,
τότε το C υπολογίζει την {fn ∨ gn}.

Το Λήµµα 4 δείχνει ότι δεδοµένου ενός πρωτοκόλλου που υπολογίζει στα-
ϑερά το κατηγόρηµα ‘‘τουλάχιστον 100 ψάρια µολυσµένα’’ µπορούµε άµεσα
να έχουµε και ένα πρωτόκολλο για το ‘‘λιγότερα από 100 ψάρια µολυσµέ-
να’’, ‘‘τουλάχιστον 100 ψάρια υγειή’’, ‘‘το πολύ 100 ψάρια υγειή’’ (π.χ. ως
‘‘λιγότερα από 101 ψάρια υγειή’’), ‘‘ακριβώς 100 ψάρια υγειή’’ (ως ‘‘το πολύ
και τουλάχιστον 100 ψάρια υγειή’’), ‘‘ακριβώς 100, 200 ή 300 ψάρια υγειή’’
κ.ο.κ.

Με άλλα λόγια

Πόρισµα 3. Η κλάση των σταθερά υπολογίσιµων οικογενειών Boolean συναρ-
τήσεων από το ϐασικό µοντέλο είναι κλειστή ως προς το συµπλήρωµα την τοµή
και την ένωση.

Ισοτιµία

΄Εστω τώρα ότι ϑέλουµε να κατασκευάσουµε ένα πρωτόκολλο που να δίνει
έξοδο 1 αν υπάρχει περιττό πλήθος από 1 στην είσοδο και 0 αν υπάρχει άρτιο
πλήθος από 1 στην είσοδο, δηλαδή τη συνάρτηση (κατηγόρηµα) ισοτιµίας.

Οι καταστάσεις των πρακτόρων αποτελούνται από δύο συνιστώσες. Η
πρώτη είναι το δυαδικό ψηφίο δεδοµένων και η δεύτερη το δυαδικό ψηφίο
επαγρύπνησης. Αρχικά, η είσοδος κάθε πράκτορα καταγράφεται στο ψη-
ϕίο δεδοµένων της κατάστασής του, ενώ τα ψηφία επαγρύπνησης όλων των
πρακτόρων έχουν την τιµή 1. Θα λέµε ότι ένας πράκτορας που έχει ψηφίο
επαγρύπνησης 1 είναι άγρυπνος, ενώ ένας πράκτορας που έχει ψηφίο επα-
γρύπνησης 0 κοιµάται (ή είναι στην κατάσταση ύπνου). ΄Οταν δύο άγρυπνοι
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πράκτορες αλληλεπιδρούν, ο ένας απ’ αυτούς περνάει στην κατάσταση ύπνου
ενώ ο άλλος ϑέτει το ψηφίο δεδοµένων του στο mod 2 άθροισµα των ψηφίων
δεδοµένων τους (εποµένως, αν ο ένας έχει 0 και ο άλλος 1 καταγράφει 1,
αλλιώς καταγράφει 0). Παρατηρούµε ότι το mod 2 άθροισµα των αρχικών
ψηφίων δεδοµένων (εισόδων) είναι 0 ανν η είσοδος περιέχει άρτιο πλήθος από
1, αλλιώς είναι 1. Απ’ την στιγµή που ένας πράκτορας περάσει στην κατά-
σταση ύπνου το µόνο που κάνει είναι να αντιγράφει το ψηφίο δεδοµένων των
άγρυπνων πρακτόρων µε τους οποίους αλληλεπιδρά. Παρατηρούµε ότι τελι-
κά στον πληθυσµό ϑα παραµείνει µόνο ένας άγρυπνος πράκτορας και όλοι οι
υπόλοιποι ϑα είναι στην κατάσταση ύπνου, αφού σε κάθε αλληλεπίδραση δύο
άγρυπνων πρακτόρων ένας απ’ αυτούς περνάει στην κατάσταση ύπνου. ΄Ολοι
οι πράκτορες τελικά ϑα αποκτήσουν το ψηφίο δεδοµένων του µοναδικού ά-
γρυπνου πράκτορα. Η τιµή εξόδου ενός πράκτορα είναι το ψηφίο δεδοµένων
του και ως εκ τούτου αφού όλοι ϑα έχουν τελικά το ίδιο ψηφίο δεδοµένων,
όλοι ϑα συµφωνούν στην ίδια έξοδο και η παραδοχή εξόδου κατηγορηµά-
των ικανοποιείται. Για να πειστούµε ότι η κοινή αυτή έξοδος είναι πάντοτε
σωστή, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι σε κάθε ϐήµα το mod 2 άθροισµα των
ψηφίων δεδοµένων των άγρυπνων πρακτόρων παραµένει αµετάβλητο και ίσο
µε το αρχικό mod 2 άθροισµα των ψηφίων εισόδου. ΄Αρα, πάντοτε ο τελικός
µοναδικός άγρυπνος πράκτορας ϑα έχει το σωστό ψηφίο δεδοµένων που ϑα
διαδοθεί σε όλο τον πληθυσµό.

Γενικά, αν γενικεύσουµε την ιδέα του ψηφίου επαγρύπνησης αποδεικνύ-
εται ότι κάθε συµµετρική κανονική γλώσσα είναι αποδεκτή από το ϐασικό
µοντέλο, π.χ. το πρόβληµα της απόφασης του εάν το πλήθος των 1 στην
είσοδο είναι i modulo m για σταθερές i και m.

Πλειοψηφία

Η συνάρτηση (κατηγόρηµα) πλειοψηφίας παίρνει την τιµή 1 αν υπάρχουν
περισσότερα 1 απ’ ότι 0 στην είσοδο, αλλιώς παίρνει την τιµή 0. Θα περιγρά-
ψουµε ένα πρωτόκολλο που υπολογίζει σταθερά τη συνάρτηση πλειοψηφίας.

Το πρωτόκολλο αυτό ϐασίζεται και πάλι στην πολύ έξυπνη ιδέα του ψη-
ϕίου επαγρύπνησης. Οι καταστάσεις των πρακτόρων αποτελούνται από δύο
συνιστώσες όπου η πρώτη είναι το ψηφίο-µετρητής και η δεύτερη το ψηφίο ε-
παγρύπνησης. Αρχικά, όποιος πράκτορας διαβάσει είσοδο 0 ϑέτει το µετρητή
στο −1 και όποιος διαβάσει 1 ϑέτει το µετρητή στο 1, ενώ το ψηφίο επα-
γρύπνησης όλων των πρακτόρων είναι στο 1. Παρατηρούµε ότι στην αρχική
διαµόρφωση αν το άθροισµα των µετρητών είναι ϑετικό, τότε υπάρχουν περισ-
σότερα 1 από 0 στην είσοδο, αλλιώς το πλήθος των 0 είναι τουλάχιστον ίσο µε
το πλήθος των 1. ΄Οταν δύο άγρυπνοι πράκτορες αλληλεπιδράσουν, αν το ά-
ϑροισµα των µετρητών τους ανήκει στο {−1, 0, 1}, τότε και οι δύο ϑέτουν τους
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µετρητές τους στην τιµή του αθροίσµατος και ο ένας εκ των δύο περνάει στην
κατάσταση ύπνου, αλλιώς δεν κάνουν τίποτα. Συνεπώς, οι αλληλεπιδράσεις
που δεν κάνουν τίποτα είναι αυτές που συµβαίνουν µεταξύ άγρυπνων πρακτό-
ϱων που έχουν και οι δύο µετρητή 1 ή και οι δύο µετρητή−1. ΄Οπως και πριν,
απ’ τη στιγµή που ένας πράκτορας ϑα περάσει στην κατάσταση ύπνου απλώς
αντιγράφει το µετρητή κάθε άγρυπνου πράκτορα µε τον οποίο αλληλεπιδρά.
Παρατηρούµε ότι οι αλληλεπιδράσεις άγρυπνων πρακτόρων µε µετρητές 1 και
−1 εξαλείφουν τις τιµές αυτές, αφού ο ένας πράκτορας παραµένει άγρυπνος
κρατώντας την τιµή 0 ενώ ο άλλος περνάει στην κατάσταση ύπνου. Επίσης,
όταν ένα 0 αλληλεπιδράσει µε 1 ή −1, το άθροισµα είναι 1 ή −1, το παίρνουν
και οι δύο πράκτορες και ένας εξ’ αυτών περνάει στην κατάσταση ύπνου, ά-
ϱα το 0 εξαλείφεται απ’ το άγρυπνο υποσύνολο του πληθυσµού. Τελικά, ϑα
αποµείνει ένα τελικό σύνολο άγρυπνων πρακτόρων που δεν ϑα µπορούν να
µεταβάλλουν τους µετρητές τους αφού το άθροισµα των µετρητών τους ϑα εί-
ναι πάντοτε εκτός του {−1, 0, 1} και σε αυτή την κατάσταση ισορροπίας είναι
προφανές ότι ή όλοι οι πράκτορες ϑα έχουν µετρητή 1 ή όλοι µετρητή −1 όλοι
µετρητή 0 (ακόµα και αυτοί που είναι στην κατάσταση ύπνου καθώς ϑα τον
έχουν αντιγράψει από τους άγρυπνους πράκτορες). ΄Ετσι, αν η συνάρτηση
εξόδου ορίζεται ως O(1) = 1 και O(−1) = O(0) = 0, τότε το πρωτόκολλο
αυτό υπολογίζει σταθερά τη συνάρτηση πλειοψηφίας.

Η παρατήρηση κλειδί είναι ότι, σε κάθε ϐήµα, το άθροισµα των µετρητών
των άγρυπνων πρακτόρων παραµένει σταθερό και ίσο µε µε το πλήθος των
1 µείον το πλήθος των 0 της εισόδου. Συνεχώς διαγράφονται µετρητές που
το άθροισµά τους ισούται µε το µηδέν και ή ϑα παραµείνουν µόνο άγρυπνα
1 που δεν έχουν µε τί να διαγραφούν (τα 1 ήταν περισσότερα στην είσοδο) ή
µόνο άγρυπνα −1 που δεν έχουν µε τί να διαγραφούν (τα 0 ήταν περισσότερα
στην είσοδο) ή µόνο ένα άγρυπνο 0 που δεν έχει άλλο άγρυπνο πράκτορα για
να αλληλεπιδράσει (τα 0 και 1 είχαν ίσους πληθάριθµους στην είσοδο). Σε
κάθε περίπτωση, όλοι οι πράκτορες αποκτούν τη σωστή τιµή µετρητή και η
συνάρτηση εξόδου δίνει την σωστή απάντηση ικανοποιώντας την παραδοχή
εξόδου κατηγορηµάτων.

Το παραπάνω πρωτόκολλο εφαρµόζει µία γενικότερη ιδέα υπολογισµού
κατηγορηµάτων της µορφής k · N1 − l · N0 ≥ 0, όπου N1 είναι το πλήθος
των 1 στην είσοδο, N0 το πλήθος των 0 στην είσοδο (δηλαδή N0 + N1 = n
για X = {0, 1}) και τα k, l είναι ϑετικοί ακέραιοι (σταθεροί και ανεξάρτητοι
του n). Το κατηγόρηµα p που περιγράφεται ως (k · N1 − l · N0 ≥ 0) ορί-
Ϲεται ως p(x) = 1 αν το x ικανοποιεί την ανισότητα και p(x) = 0 αλλιώς.
Οι καταστάσεις των πρακτόρων αποτελούνται και πάλι από έναν µετρητή και
ένα ψηφίο επαγρύπνησης. Ο µετρητής µπορεί να πάρει όλες τις ακέραιες
τιµές από −l µέχρι k (συµπεριλαµβανοµένων των −l και k). Αρχικά όλοι οι
πράκτορες είναι άγρυπνοι και όσοι πράκτορες παίρνουν είσοδο 1 ϑέτουν το
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µετρητή τους στην τιµή k ενώ όσοι πάρουν 0 ϑέτουν το µετρητή τους στην
τιµή −l. Παρατηρούµε ότι στην αρχική διαµόρφωση το άθροισµα των µε-
τρητών όλων των πρακτόρων ισούται µε k · N1 − l · N0. ΄Οταν δύο άγρυπνοι
πράκτορες αλληλεπιδράσουν, αν το άθροισµα των µετρητών τους ανήκει στο
{−l, . . . , 0, . . . , k}, τότε και οι δύο ϑέτουν τους µετρητές τους στην τιµή του α-
ϑροίσµατος και ο ένας εκ των δύο περνάει στην κατάσταση ύπνου, αλλιώς δεν
κάνουν τίποτα. Κάθε πράκτορας που ϐρίσκεται στην κατάσταση ύπνου απλώς
αντιγράφει το µετρητή κάθε άγρυπνου πράκτορα µε τον οποίο αλληλεπιδρά.
Με τον τρόπο αυτό το άθροισµα των µετρητών των άγρυπνων πρακτόρων είναι
πάντοτε (σε κάθε ϐήµα) αµετάβλητο και ίσο µε k ·N1− l ·N0. Κάποια στιγµή
οποιαδήποτε αλληλεπίδραση άγρυπνων πρακτόρων δεν ϑα κάνει τίποτα και
αυτό ϑα σηµαίνει ότι ή όλοι (µπορεί να είναι ένας ή περισσότεροι) οι άγρυ-
πνοι πράκτορες έχουν ϑετικούς µετρητές ή όλοι έχουν αρνητικούς µετρητές ή
υπάρχει µόνο ένας άγρυπνος πράκτορας του οποίου ο µετρητής είναι 0. Λό-
γω του ότι οι πράκτορες στην κατάσταση ύπνου αντιγράφουν τους µετρητές
των άγρυπνων πρακτόρων, στην πρώτη περίπτωση όλος ο πληθυσµός ϑα έχει
ϑετικό µετρητή, ενώ στις άλλες δύο µη ϑετικό (αρνητικό ή µηδέν) µετρητή.
Η έξοδος κάθε πράκτορα είναι 1 αν ο µετρητής του είναι ϑετικός ή 0 και 0
αλλιώς (αν αντί για ≥ ϑέλουµε να υπολογίσουµε >, τότε η έξοδος είναι 1
αν ο µετρητής είναι αυστηρά ϑετικός). Μετά τη συζήτηση αυτή πρέπει να
είναι προφανές ότι το πρωτόκολλο που περιγράψαµε υπολογίζει σταθερά το
κατηγόρηµα (k · N1 − l · N0 ≥ 0) στον Gn για κάθε n ≥ 2 (το n = 1 δεν έχει
ιδαίτερο νόηµα αφού µε ένα µόνο πράκτορα το En είναι το κενό σύνολο και
δεν µπορεί να γίνει καµία αλληλεπίδραση).

Παρατηρούµε τώρα ότι :

k ·N1 − l ·N0 ≥ 0⇔
k ·N1 ≥ l ·N0 ⇔

k ·N1 + l ·N1 ≥ l(N0 +N1)⇔
N1 ≥ l

k + l
n

Εποµένως, το κατηγόρηµα p είναι ισοδύναµο µε το κατηγόρηµα που είναι
1 αν τουλάχιστον l/(k + l) των εισόδων είναι 1 και 0 αλλιώς. Εποµένως, µε
ϐάση το πρωτόκολλο που παρουσιάσαµε, για οποιοδήποτε ποσοστό των πρα-
κτόρων που µπορεί να γραφτεί ως l/(k + l) για αυστηρά ϑετικούς ακέραιους
k και l (σταθερούς και ανεξάρτητους του n) το αντίστοιχο κατηγόρηµα, που
είναι 1 αν τουλάχιστον 100l/(k + l)% των εισόδων είναι 1 και 0 αλλιώς, είναι
σταθερά υπολογίσιµο από το ϐασικό µοντέλο πρωτοκόλλων πληθυσµών.

΄Ετσι, είναι εύκολο πλέον να διαπιστώσουµε ότι υπάρχει ένα πρωτόκολλο
το οποίο υπολογίζει σταθερά αν τουλάχιστον 5% των ψαριών του ιχθυοτροφεί-
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ου έχουν µολυνθεί, αφού l/(k+l) = 5/100 = 1/20 = 1/(19+1) (απλοποιούµε
το 5/100 στο ανάγωγο 1/20, διαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή µε τον
ΜΚ∆(5, 100), έτσι ώστε να χρησιµοποιήσουµε τους µικρότερους δυνατούς µε-
τρητές), δηλαδή, k = 19 και l = 1 και, εποµένως, είναι το πρωτόκολλο που
υπολογίζει σταθερά το κατηγόρηµα (19N1 − N0 ≥ 0), το οποίο δείξαµε ότι
υπάρχει.

Αριθµητικές Συναρτήσεις

Στην Ενότητα 2.4.3 µελετήσαµε την κατανεµηµένη αναπαράσταση O(1) α-
κεραίων απόλυτης τιµής ϕραγµένης εκ των άνω από O(n). Μπορεί να απο-
δειχθεί ότι, µε ϐάση τα όσα είπαµε εκεί, υπάρχουν πρωτόκολλα πληθυσµών
του ϐασικό µοντέλο που υπολογίζουν το άθροισµα δύο ακεραίων, το γινόµε-
νο ενός ακεραίου και µίας σταθεράς, το ακέραιο πηλίκο της διαίρεσης ενός
ακεραίου µε µία σταθερά, την ακέραιο υπόλοιπο της δαίρεσης ενός ακεραί-
ου µε µία σταθερά, καθώς και µία σταθερή συνάρτηση (π.χ. f(x) = k για
κάθε x ∈ Xn, όπου k µία σταθερά). Αν αυτά τα πρωτόκολλα έχουν σταθε-
ϱές εισόδους (δηλαδή οι είσοδοί τους δεν µεταβάλλονται χρονικά) τότε αυτά
τα πρωτόκολλα σταθεροποιούνται ως προς την έξοδό τους και ως εκ τούτου
µπορούν να συντεθούν ελεύθερα (αργότερα ϑα δούµε ότι, ακόµα και αν οι
είσοδοι είναι µεταβαλλόµενες, αν κάποια στιγµή σταθεροποιούνται, δηλαδή
παύουν να µεταβάλλονται, ισχύουν παρόµοια αποτελέσµατα).

Μία Σταθερά Υπολογίσιµη Γλώσσα ΄Εκφρασης

Με ϐάση τα αποτελέσµατα που έχουµε ήδη παρουσιάσει σε ό, τι αφορά στα
σταθερά υπολογίσιµα κατηγορήµατα απ’ το ϐασικό µοντέλο, ϑα επιχειρήσου-
µε να ορίσουµε µία γλώσσα έκφρασης τέτοια ώστε κάθε κατηγόρηµα που ϑα
µπορεί να εκφραστεί σε αυτή τη γλώσσα να είναι σταθερά υπολογίσιµο από
το ϐασικό µοντέλο πρωτοκόλλων πληθυσµών. Η γλώσσα έκφρασης που ϑα
παρουσιάσουµε προτάθηκε στο [3] και στην ίδια εργασία αφέθηκε ως ανοι-
κτό πρόβληµα το εάν κάθε σταθερά υπολογίσιµο κατηγόρηµα από το ϐασικό
µοντέλο µπορεί να εκφραστεί σε αυτή. Αξίζει κανείς να παρατηρήσει ότι µία
τέτοια γλώσσα έκφρασης αποτελεί στην ουσία ένα κάτω ϕράγµα για την κλά-
ση των υπολογίσιµων κατηγορηµάτων, αφού η κλάση ϑα πρέπει να περιέχει
τουλάχιστον τα κατηγορήµατα που εκφράζονται στη γλώσσα έκφρασης (ίσως
µόνο αυτά ή ίσως και κάποια άλλα που δεν µπορούν να εκφραστούν σε αυ-
τή). Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα δούµε ότι σύµφωνα µε το ϐασικό ϑεώρηµα
του [6] (που δηµοσιεύτηκε δύο χρόνια µετά την εργασία που όρισε το µοντέλο
[3]) αυτή η γλώσσα έκφρασης αποτελεί ταυτόχρονα και άνω ϕράγµα, δηλαδή
ότι τελικά ένα κατηγόρηµα είναι σταθερά υπολογίσιµο από το ϐασικό µοντέ-
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λο εάν και µόνον εάν µπορεί να εκφραστεί µέσω της γλώσσας που τώρα ϑα
ορίσουµε.

Για κάθε σύµβολο εισόδου σ ∈ X, υπάρχει µία µεταβλητή Nσ που ανα-
παριστά το πλήθος των πρακτόρων στους οποίους ανατίθεται το σύµβολο σ
από την ανάθεση εισόδου. Με άλλα λόγια, αν x ∈ Xn είναι το πολυσύνολο
εισόδου τότε το Nσ ισούται µε το πλήθος των εµφανίσεων του σ στο x. ΄Ε-
νας όρος είναι µία σταθερά, ή µία µεταβλητή, ή το άθροισµα δύο όρων, ή το
γινόµενο µίας σταθεράς και ενός όρου, ή το υπόλοιπο της ακέραιας διαίρε-
σης (modulo) ενός όρου µε µία µη-µηδενική σταθερά. Μία ατοµική έκφραση
σχηµατίζεται από δύο όρους και ένα από τα κατηγορήµατα: =, ≤, <, ≥, >.
Τώρα είµαστε σε ϑέση να ορίσουµε αναδροµικά τις εκφράσεις. Κάθε ατοµική
έκφραση είναι µία έκφραση. Αν φ και ψ είναι εκφράσεις, τότε το ίδιο είναι
και οι ¬φ (άρνηση µίας έκφρασης), (φ ∧ ψ) (η σύζευξη δύο εκφράσεων) και
(φ ∨ ψ) (η διάζευξη δύο εκφράσεων). Κάθε έκφραση, δεδοµένης µίας ανά-
ϑεσης εισόδου, είναι είτε αληθής είτε ψευδής. Καλούµε την γλώσσα αυτή,
γλώσσα έκφρασης κατηγορηµάτων του ϐασικού µοντέλου.

Για παράδειγµα το αν τουλάχιστον 100 ψάρια έχουν µολυνθεί µπορεί να
εκφραστεί ως (N1 ≥ 100), η οποία είναι µία έκφραση που αποτελείται από µί-
α ατοµική έκφραση η οποία µε τη σειρά της αποτελείται από το κατηγόρηµα
≥ και δύο όρους, τη µεταβλητή N1 και τη σταθερά 100. Αντίστοιχα, το πρό-
ϐληµα ισοτιµίας µπορεί να εκφραστεί ως ((N1 mod 2) = 1) που είναι αληθής
έκφραση αν το N1 είναι περιττός και το πρόβληµα της πλειοψηφίας µπορεί
να εκφραστεί, όπως είδαµε, ως (N1 > N0). Το ερώτηµα του εάν τουλάχιστον
5% των ψαριών έχουν µολυνθεί µπορεί να εκφραστεί ως (19N1 ≥ N0) και
γενικότερα το ερώτηµα του εάν το ποσοστό των 1 στην είσοδο είναι µεταξύ
100l1/(k1 + l1)% και 100l2/(k2 + l2)% του συνολικού πληθυσµού µπορεί να
εκφραστεί ως

((k1 ·N1 ≥ l1 ·N0) ∧ (k2 ·N1 ≤ l2 ·N0)).

Η γλώσσα έκφρασης κατηγορηµάτων του ϐασικού µοντέλου µπορεί επιτυ-
χώς να εκφράσει και κατηγορήµατα πάνω σε µη-δυαδικά αλφάβητα εισό-
δου. ΄Ετσι, αν X = {a, b, c}, µπορούµε να εκφράσουµε το κατηγόρηµα
‘‘υπάρχει ίσος αριθµός από a, b και c στην είσοδο’’ µέσω της έκφρασης
((Na = Nb) ∧ (Nb = Nc)). Στο επόµενο κεφάλαιο, όπου και ϑα επανεξε-
τάσουµε εκτενώς το ϑέµα της υπολογιστικής ισχύς του ϐασικού µοντέλου,
ϑα προσπαθήσουµε να πείσουµε τον αναγνώστη ότι κάθε κατηγόρηµα που
µπορεί να εκφραστεί στη γλώσσα έκφρασης κατηγορηµάτων του ϐασικού
µοντέλου είναι σταθερά υπολογίσιµο από το ϐασικό µοντέλο πρωτοκόλλων
πληθυσµών.



Κεφάλαιο 3

Υπολογιστική Ισχύς του Βασικού
Μοντέλου

‘‘Everything should be made as simple as possible, but not sim-
pler’’.

Albert Einstein

3.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα δείξουµε αρχικά ότι κάθε κατηγόρηµα που είτε ο-
ϱίζεται στην γλώσσα έκφρασης κατηγορηµάτων του ϐασικού µοντέλου, είτε
σε ένα είδος αριθµητικής που καλείται Presburger αριθµητική, ή είναι ηµι-
γραµµικό είναι σταθερά υπολογίσιµο από το ϐασικό µοντέλο πρωτοκόλλων
πληθυσµών, δηλαδή υπάρχει κάποιο πρωτόκολλο πληθυσµού το οποίο σε
κάθε πλήρη γράφο επικοινωνίας µε n κόµβους υπολογίζει σταθερά την υ-
ποπερίπτωση του κατηγορήµατος που αφορά σε όλες τις εισόδους µεγέθους
n. Τα αποτελέσµατα αυτά εµφανίζονται στα [3], [4] και [9]. Εν συνεχεία ϑα
δούµε ότι η κλάση των ηµιγραµµικών κατηγορηµάτων είναι ακριβώς ό, τι
µπορεί να υπολογίσει το ϐασικό µοντέλο, δηλαδή, όπως είπαµε, όλα τα ηµι-
γραµµικά κατηγορήµατα είναι σταθερά υπολογίσιµα, ενώ δεν υπάρχει ούτε
ένα µη-ηµιγραµµικό κατηγόρηµα που να είναι σταθερά υπολογίσιµο από το
ϐασικό µοντέλο. Το αποτέλεσµα του ακριβούς χαρακτηρισµού της κλάσης
των σταθερά υπολογίσιµων κατηγορηµάτων εµφανίζονται στο [6], αλλά εµείς
ϑα περιοριστούµε σε απλή αναφορά του ϐασικού αποτελέσµατος.



38 Υπολογιστική Ισχύς του Βασικού Μοντέλου

3.2 ΄Ενα Κάτω Φράγµα για τα Υπολογίσιµα Κα-
τηγορήµατα

3.2.1 Κατηγορήµατα της Presburger Αριθµητικής

Η Presburger αριθµητική είναι η πρώτης-τάξης ϑεωρία ακεραίων που πε-
ϱιλαµβάνει την πρόσθεση και το <. Είναι µία πλούσια και αποφασίσιµη
ϑεωρία που επιτρέπει τον ορισµό κατηγορηµάτων όπως αυτά της ισοτιµίας
και της πλειοψηφίας που παρουσιάσαµε προηγουµένως. Θα ξεκινήσουµε
ανακεφαλαιώνοντας τις ιδιότητες της Presburger αριθµητικής και των στενά
σχετιζόµενων µε αυτή ηµιγραµµικών συνόλων. Εν συνεχεία ϑα δείξουµε ότι
κάθε κατηγόρηµα που ορίζεται στην Presburger αριθµητική είναι σταθερά
υπολογίσιµο από το ϐασικό µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών (και δεί-
χνοντας ότι η γλώσσα έκφρασης κατηγορηµάτων του ϐασικού µοντέλου είναι
ισοδύναµη µε τα ηµιγραµµικά σύνολα ϑα αποδείξουµε ότι κάθε κατηγόρηµα
που µπορεί να εκφραστεί στη γλώσσα αυτή είναι σταθερά υπολογίσιµο).

Ο συνήθης ορισµός της Presburger αριθµητικής ϑεωρεί µία γλώσσα λο-
γικής πρώτης-τάξης που περιλαµβάνει ένα µόνο συναρτησιακό σύµβολο, το
‘‘+’’, τις σταθερές ‘‘0’’ και ‘‘1’’, τα κατηγορήµατα ‘‘=’’ και ‘‘<’’, τους συνήθεις
λογικούς τελεστές ‘‘∧’’, ‘‘∨’’ και ‘‘¬’’, µεταβλητές x1, x2, . . . και τους ποσοδεί-
κτες ‘‘∀’’ (καθολικός) και ‘‘∃’’ (υπαρξιακός). Το υπονοούµενο σύνολο πάνω
στο οποίο εκτείνονται οι ποσοδείκτες είναι το σύνολο των ακεραίων Z (π.χ. ο
τύπος ∃x(x = 5) είναι αληθής αφού υπάρχει ακέραιος που να ισούται µε 5,
ενώ ο τύπος ∀x(x = 5) είναι ψευδής αφού δεν είναι όλοι οι ακέραιοι ίσοι µε
5). Η πράξη ‘‘+’’ είναι η συνήθης πρόσθεση ακεραίων. Οι σταθερές ‘‘0’’ και
‘‘1’’ έχουν το σύνηθες νόηµά τους ως ακέραιοι. Τα ‘‘=’’ και ‘‘<’’ ερµηνεύονται
ως οι συνήθεις σχέσεις επί του συνόλου των ακεραίων της ισότητας και του
µικρότερο από, αντίστοιχα.

΄Ενας τύπος της Presburger αριθµητικής φ(x1, . . . , xk) µε ελεύθερες µε-
ταβλητές (που δεν εξαρτώνται από κάποιον ποσοδείκτη) x1, . . . , xk ορίζει ένα
κατηγόρηµα Fφ : Zk → {0, 1} ως εξής : Για κάθε k-διάνυσµα ακέραιων
(u1, . . . , uk) ∈ Zk, ισχύει Fφ(u1, . . . , uk) = 1 αν ο τύπος φ(x1, . . . , xk) εί-
ναι αληθής όταν οι µεταβλητές x1, . . . , xk δεσµεύονται στις τιµές u1, . . . , uk,
αντίστοιχα, ενώ Fφ(u1, . . . , uk) = 0 αλλιώς. ΄Ενα υποσύνολο S του Zk είναι
καθορίσιµο εάν υπάρχει λογικός τύπος φ(x1, . . . , xk) µε ελεύθερες µεταβλητές
x1, . . . , xk τ.ώ.

S = {(u1, u2, . . . , uk)|(u1, u2, . . . , uk) ∈ Zk και η φ(u1, u2, . . . , uk)

είναι αληθής}.

Είδαµε ότι κάθε Presburger τύπος φ ορίζει ένα κατηγόρηµα Fφ. Αξίζει
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να παρατηρήσουµε ότι το υποσύνολο του Zk που αποτελείται από όλα τα
(u1, u2, . . . , uk) για τα οποία Fφ(u1, u2, . . . , uk) = 1 είναι καθορίσιµο. Το ίδιο
ισχύει και για τα καθορίσιµα υποσύνολα του Nk, τα οποία είναι απλώς εκείνα
τα καθορίσιµα υποσύνολα του Zk που περιλαµβάνονται στον Nk.

Τα κατηγορήµατα που µπορούν να οριστούν µε τον παραπάνω τρόπο στην
Presburger αριθµητική σχετίζονται στενά µε τα ηµιγραµµικά σύνολα. ΄Ενα
σύνολο L ⊆ Nk είναι γραµµικό εάν υπάρχουν διανύσµατα ν0, ν1, . . . , νm ∈ Nk

(k-διανύσµατα ϕυσικών) τ.ώ.

L = {ν0 + κ1ν1 + . . .+ κmνm|κ1, . . . , κm ∈ N}
= ν0 + {ν1, . . . , νm}∗.

Με απλά λόγια, ένα γραµµικό υποσύνολο του Nk µπορεί να κατασκευαστεί
ξεκινώντας από ένα οποιοδήποτε k-διάνυσµα ν0 ∈ Nk και προσθέτοντας σε
αυτό k-διανύσµατα από ένα πεπερασµένο σύνολο αυθαίρετο αριθµό ϕορών,
π.χ. 1 ϕορά το ν1 και 0 ϕορές τα υπόλοιπα, 2 ϕορές το ν1 και 0 ϕορές τα
υπόλοιπα,. . ., 1 ϕορά το ν1, 1 ϕορά το ν2 και 0 ϕορές τα υπόλοιπα κ.ο.κ.

΄Ενα σύνολο είναι ηµιγραµµικό υποσύνολο του Nk αν αποτελεί την ένωση
πεπερασµένου αριθµού γραµµικών υποσυνόλων του Nk.

΄Εστω για παράδειγµα τα σύνολα

L1 = (1, 2) + {(3, 5), (7, 11)}∗
L2 = (1, 1) + {(2, 3), (5, 7)}∗
L = L1 ∪ L2.

Τα L1 και L2 είναι γραµµικά υποσύνολα του N2 και ως εκ τούτου το L είναι
(εξ’ ορισµού) ηµιγραµµικό υποσύνολο του N2.

Ας δούµε ένα ακόµα παράδειγµα για να γίνουν πιο κατανοητοί οι ορισµοί.
΄Εστω το γραµµικό υποσύνολο του N2 που ορίζεται ως L3 = {(1, 0)+α1(1, 0)+
α2(0, 2)}. Το γραµµικό αυτό σύνολο αποτελείται από το σηµείο ϐάσης (1, 0),
το σηµείο (2, 0) που προκύπτει για α1 = 1 και α2 = 0, γενικότερα τα σηµεία
(k + 1, 0) που προκύπτουν από α1 = k και α2 = 0 για κάθε ϕυσικό αριθµό
k ≥ 0, και γενικότερα όλα τα σηµεία (k + 1, 2l) που προκύπτουν από α1 = k
και α2 = l για όλους τους ϕυσικούς k ≥ 0 και l ≥ 0. ΄Εστω, επίσης το
γραµµικό υποσύνολο του N2 που ορίζεται ως L4 = {(0, 2) + α3(2, 0)}. Εδώ
µπορούµε ακόµα πιο εύκολα να δούµε ότι το L4 αποτελείται απ’ τα σηµεία
(0, 2), (2, 2),. . . ,(2k, 2) για κάθε ϕυσικό k ≥ 0. Στο Σχήµα 3.1 ϕαίνεται µε
µαύρους κύκλους µέρος των σηµείων του γραµµικού συνόλου L3 ενώ µε γκρι
κύκλους µέρος των σηµείων του γραµµικού συνόλου L4. Είναι προφανές ότι
το σύνολο S = L3 ∪ Σ4 είναι ένα ηµιγραµµικό σύνολο που αποτελείται από
όλα τα σηµεία των L3 και L4 (τα µαύρα και τα γκρι στο Σχήµα 3.1).
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Σχήµα 3.1: ΄Ενα ηµιγραµµικό σύνολο S (όλοι οι κύκλοι), που είναι ίσο µε
την ένωση του γραµµικού συνόλου L3 = {(1, 0)+α1(1, 0)+α2(0, 2)} (µαύροι
κύκλοι) µε το γραµµικό σύνολο L4 = {(0, 2) + α3(2, 0)} (γκρι κύκλοι).

Θεώρηµα 4 (Ginsburg και Spanier). ΄Ενα υποσύνολο του Nk είναι ηµιγραµ-
µικό ανν είναι καθορίσιµο στην Presburger αριθµητική.

Απόδειξη. Αποδείχτηκε αρχικά από τους Ginsburg και Spanier [13]. Ο Kra-
cht έδωσε πρόσφατα µία απλούστερη απόδειξη [17].

Το ϑεώρηµα αυτό καταδεικνύει την πολύ στενή σχέση της Presburger
αριθµητικής µε τα ηµιγραµµικά υποσύνολα του Nk. Λόγω αυτού του αποτε-
λέσµατος µπορούµε αµέσως να αποφανθούµε ότι

Πόρισµα 4. Τα ηµιγραµµικά σύνολα είναι κλειστά ως προς το συµπλήρωµα,
την πεπερασµένη τοµή και την πεπερασµένη ένωση.

΄Εστω ένα κατηγόρηµα p : Nk → {0, 1}. Το στήριγµα του p είναι το p−1(1),
δηλαδή το σύνολο όλων των k-διανυσµάτων του Nk που το p αντιστοιχίζει στο
στην τιµή 1.

Ορισµός 12. Θα λέµε ότι ένα κατηγόρηµα p : Nk → {0, 1} είναι ηµιγραµµικό
ανν το στήριγµά του, p−1(1), είναι ηµιγραµµικό υποσύνολο του Nk.

Αξίζει να παρατηρήσει κανείς ότι λόγω της κλειστότητας των ηµιγραµµικών
συνόλων ως προς το συµπλήρωµα αυτό είναι ισοδύναµο µε το να Ϲητήσουµε
να είναι το p−1(0) ηµιγραµµικό υποσύνολο του Nk.

Παρότι η Presburger αριθµητική ϕαίνεται να περιλαµβάνει µόνο την πρά-
ξη της πρόσθεσης, η κατάλληλη χρήση των ποσοδεικτών επιτρέπει και τον ο-
ϱισµό κατηγορηµάτων (µέσω ενός λογικού τύπου που ορίζει το κατηγόρηµα)
που περιλαµβάνουν πολλαπλασιασµό ή/και διαίρεση. ΄Εστω m µία σταθερά
και ≡m το κατηγόρηµα 2 ϑέσεων τ.ώ. το x ≡m y είναι ισοδύναµο µε x ≡ y
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(mod m), δηλαδή το x ≡m y είναι αληθές ανν το x− y είναι ακέραιο πολλα-
πλάσιο του m (για µη-αρνητικά x και y και ϑετικό m είναι ισοδύναµο µε το
οι ακέραιες διαιρέσεις των x και y µε το m αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο). Το
κατηγόρηµα αυτό µπορεί να οριστεί από ένα τύπο ξm(x, y) ως εξής : Για κάθε
µεταβλητή ή σταθερά q, έστω mq η έκφραση που προσθέτει µεταξύ τους m
αντίγραφα του q, δηλαδή,

mq = q + q + q + . . .+ q︸ ︷︷ ︸
m ϕορές

Τότε
ξm(x, y)

df
= ∃z∃q((y + z = x) ∧mq = z).

Παρατηρούµε ότι η ξm(x, y) ικανοποιείται ανν το z = x−y είναι, για κάποιον
ακέραιο q, ακέραιο πολλαπλάσιο τουm (δηλαδή, z = x−y και q = (x−y)/m),
δηλαδή, ανν ικανοποιείται η x ≡m y. Οµοίως, ϑα µπορούσαµε να έχουµε
ορίσει x+ z = y, και η ξm(x, y) να ικανοποιείται ανν y ≡m x, το οποίο όµως
είναι το ίδιο για m ϕυσικό αριθµό, αφού τότε η ≡m είναι σχέση ισοδυναµίας.

Μία επέκταση µίας διερµηνευόµενης ϑεωρίας πρώτης-τάξης προκύπτει ως
αποτέλεσµα της προσαύξησης της ϑεωρίας µε νέα κατηγορήµατα και νέα σύµ-
ϐολα για το συµβολισµό των κατηγορηµατων αυτών. Μία επέκταση που δεν
αλλάζει την κλάση των καθορίσιµων κατηγορηµάτων καλείται συντηρητική.
Θα καλούµε επεκταθείσα Presburger αριθµητική την αριθµητική που προκύ-
πτει αν εισαγάγουµε στην Presburger αριθµητική τα σχεσιακά σύµβολα ≡m

που υποδηλώνουν ισοδυναµία modulo m, για κάθε ακέραιο m ≥ 2.

Λήµµα 5. Η επεκταθείσα Presburger αριθµητική είναι µία συντηρητική επέ-
κταση της Presburger αριθµητικής.

Απόδειξη. Είδαµε ότι ο τύπος ξm(x, y) ορίζει το κατηγόρηµα ≡m για κάθε
m ≥ 2. ΄Αρα, η επεκταθείσα Presburger αριθµητική είναι ίδια µε την Pre-
sburger αριθµητική ως προς την κλάση των κατηγορηµάτων που µπορούν να
οριστούν, καθώς η µόνη προσαύξηση που έγινε είναι η ανάθεση του συµβό-
λου ≡m στον τύπο της Presburger αριθµητικής ∃z∃q((y + z = x) ∧mq = z)
για κάθε m ≥ 2.

Φαίνεται αναπόφευκτο, ότι για τον ορισµό του τύπου ξm(x, y) είναι απα-
ϱαίτητη η χρήση ποσοδεικτών (εδώ χρησιµοποιήσαµε δύο ϕορές τον υπαρξια-
κό ποσοδείκτη). Είναι πολύ ενδιαφέρον το γεγονός ότι µόλις προσαυξήσουµε
την Presburger αριθµητική µε τα ≡m, δεν υπάρχει πλέον καµία ανάγκη για
την ύπαρξη των ποσοδεικτών (δεν προσφέρουν καµία επιπλέον εκφραστική
δύναµη). Η διαίσθηση λέει ότι γίνεται πλήρης χρήση τους µέσω των νέων
συµβόλων ≡m, καθώς αυτά εµπεριέχουν δύο ϕορές τον υπαρξιακό ποσοδεί-
κτη.
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Θεώρηµα 5. Κάθε καθορίσιµο κατηγόρηµα της Presburger αριθµητικής µπο-
ϱεί να οριστεί στην επεκταθείσα Presburger αριθµητική από κάποιον τύπο χωρίς
ποσοδείκτες.

Απόδειξη. Το 1929 ο Presburger [19] έδειξε την αποκρισιµότητα κλειστών
τύπων της Presburger αριθµητικής χωρίς τον τελεστή ‘‘<’’. Η αποδεικτική
του µέθοδος συνίσταται στην µετατροπή κάθε κλειστού τύπου (δηλαδή, κάθε
τύπου που δεν έχει ελεύθερες µεταβλητές) σε µία εύκολα αποκρίσιµη κα-
νονική µορφή στην οποία οι µόνοι ποσοδείκτες εµφανίζονται σε υπο-τύπους
που εκφράζουν τη σχέση ≡m. Η µέθοδος αυτή εύκολα επεκτείνεται και στην
παρούσα περίπτωση που εµείς εξετάζουµε.

3.3 Υπολογισµός Presburger Κατηγορηµάτων

Στην ενότητα αυτή ϑα δείξουµε ότι κάθε Presburger-καθορίσιµο κατηγόρη-
µα είναι σταθερά υπολογίσιµο από ένα πρωτόκολλου πληθυσµού που χρη-
σιµοποιεί την παραδοχή κωδικοποίησης ακέραιας εισόδου ρX που ορίσαµε
στην Ενότητα 2.4.3. Για να το δείξουµε αυτό ϑα ορίσουµε πρώτα µία ακόµα
παραδοχή για την περίπτωση ακέραιας συνάρτησης, την παραδοχή καταµέ-
τρησης συµβόλων εισόδου, εν συνεχεία ϑα δείξουµε ότι όλα τα Presburger
κατηγορήµατα είναι σταθερά υπολογίσιµα υπό τη νέα παραδοχή και τέλος
ϑα χρησιµοποιήσουµε τα παραπάνω για να δείξουµε ότι όλα τα Presburger
κατηγορήµατα είναι σταθερά υπολογίσιµα και υπό την παραδοχή κωδικοποί-
ησης ακέραιας εισόδου.

Η παραδοχή καταµέτρησης συµβόλων εισόδου υποθέτει ένα αυθαίρετο
αλφάβητο εισόδου X = {σ1, σ2, . . . , σk} και µία παραδοχή κωδικοποίησης
εισόδου της µορφής EI : X → Nk. Η ιδέα είναι αρκετά απλή: Κάθε α-
νάθεση εισόδου x ∈ X αναπαριστά το k-διάνυσµα ϕυσικών του οποίου η
i-στή συνιστώσα περιέχει το πλήθος των πρακτόρων στους οποίους η x α-
ναθέτει το σύµβολο σi. Για παράδειγµα αν |V | = 30, X = {σ1, σ2, . . . , σ7}
και u = (1, 4, 0, 8, 4, 3, 10) ∈ N7 τότε το u αναπαρίσταται από κάθε ανάθεση
εισόδου x για την οποία ισχύει |x−1(σ1)| = 1 (δηλαδή, ο πληθάριθµος του υ-
ποσυνόλου των πρακτόρων στους οποίους η x αναθέτει το σύµβολο σ1 να είναι
1), |x−1(σ2)| = 4, |x−1(σ3)| = 0, |x−1(σ4)| = 8, |x−1(σ5)| = 4, |x−1(σ6)| = 3
και |x−1(σ7)| = 10. Αξίζει να παρατηρήσει κανείς ότι για κάθε πληθυσµό V το
υποσύνολο του Nk των διανυσµάτων που αναπαρίστανται από τουλάχιστον µί-
α ανάθεση εισόδου ορίζεται ως {u|u ∈ Nk και

∑k
i=1(ui) = |V |}, καθώς καµία

ανάθεση εισόδου δεν µπορεί να αναπαραστήσει ένα διάνυσµα το οποίο υπο-
νοεί ϐάσει της παραδοχής καταµέτρησης συµβόλων εισόδου κάποιο πλήθος
πρακτόρων διαφορετικό του |V |. Με αντίστοιχο τρόπο, δηλαδή, αναπαριστών-
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τας µε κάθε ανάθεση εξόδου y ένα διάνυσµα t ∈ Nl (όπου Y = {τ1, . . . , τl}),
έτσι ώστε ti = |y−1(τi)|, ορίζεται η παραδοχή καταµέτρησης συµβόλων εξόδου.

Λήµµα 6. ΄Εστω X = {σ1, . . . , σk} ένα αυθαίρετο αλφάβητο εισόδου µε k
σύµβολα. ΄Εστω ai, c και m ακέραιες σταθερές µε m ≥ 2. Τότε τα ακόλου-
ϑα κατηγορήµατα πάνω στους µη-αρνητικούς ακεραίους x1, . . . , xk (όπου ο xi

εκφράζει τον πληθάριθµο του σi στο πολυσύνολο της εισόδου και για τους ο-
ποίους πρέπει λόγω της παραδοχής καταµέτρησης συµβόλων εισόδου να ισχύει∑k

i=1 xi = |V |) είναι σταθερά υπολογίσιµα από το ϐασικό µοντέλο υπό την
παραδοχή καταµέτρησης συµβόλων εισόδου :

1.
∑k

i=1 aixi < c

2.
∑k

i=1 aixi ≡ c (mod m).

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το Ϲητούµενο παρουσιάζοντας πρωτόκολλα που
ϑα αποδείξουµε ότι υπολογίζουν σταθερά τα κατηγορήµατα αυτά. ΄Εστω s =
max(|c| + 1,m,maxi |ai|), όπου στην περίπτωση του πρώτου κατηγορήµατος
το m δεν µας χρειάζεται και ϑεωρούµε ότι είναι 0. Και στα δύο πρωτόκολλα
το σύνολο καταστάσεων είναι το σύνολο {0, 1}× {0, 1}× {u | u ∈ Z και −s ≤
u ≤ s}. Εποµένως, κάθε κατάσταση αποτελείται από δύο πεδία δυαδικών
ψηφίων και ένα πεδίο ακεραίων τιµών. Το πρώτο ψηφίο είναι ένα ψηφίο
επαγρύπνησης. ΄Ενας πράκτορας µε ψηφίο επαγρύπνησης 1 είναι άγρυπνος,
ενώ ένας πράκτορας που έχει ψηφίο επαγρύπνησης 0 κοιµάται (ή είναι στην
κατάσταση ύπνου). Ο αναγνώστης αξίζει να ανατρέξει στις Ενότητες 2.5.1 και
2.5.1, καθώς τα πρωτόκολλα που ϑα παρουσιάσουµε αποτελούν γενίκευση
των ιδεών που παρουσιάζονται εκεί. Το δεύτερο ψηφίο καθορίζει την τιµή
εξόδου κάθε πράκτορα (κάθε πράκτορας στην κατάσταση ύπνου αντιγράφει
σε αυτό το πεδίο την τιµή εξόδου κάθε άγρυπνου πράκτορα µε τον οποίο
αλληλεπιδρά). Το τρίτο πεδίο είναι ένας ακέραιος µετρητής. Αρχικά, όλοι οι
πράκτορες είναι άγρυπνοι, το ψηφίο εξόδου τους είναι 0 και κάθε πράκτορας
που παίρνει ως είσοδο το σύµβολο σi ξεκινάει µε τον µετρητή του στην τιµή
ai, που είναι ο συντελεστής του xi στον γραµµικό συνδυασµό και όπου το xi,
σύµφωνα µε την παραδοχή καταµέτρησης συµβόλων εισόδου, αντιστοιχεί στον
πληθάριθµο του συµβόλου σi στο πολυσύνολο εισόδου. Η συνάρτηση εισόδου
I, εποµένως, ορίζεται ως I(σi) = (1, 0, ai). Αν µε uj(C) συµβολίσουµε την
τιµή του µετρητή του πράκτορα j στην διαµόρφωση C και µε C0 την αρχική
διαµόρφωση, παρατηρούµε ότι αρχικά

∑
j∈V

uj(C0) =
k∑

i=1

aixi
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καθώς το σύµβολο σi ανατίθεται σε xi πράκτορες και συνεπώς xi πράκτορες
έχουν αρχικά το µετρητή τους στην τιµή ai, για κάθε i ∈ {1, . . . , k}. Η
συνάρτηση εξόδου O απλώς αντιστοιχίζει το (·, b, ·) στην τιµή b (το αλφάβητο
εξόδου είναι, προφανώς, Y = {0, 1}).

Θα ξεκινήσουµε παρουσιάζοντας την συνάρτηση µετάβασης του πρωτο-
κόλλου που υπολογίζει σταθερά το κατηγόρηµα

∑k
i=1 aixi < c και το ο-

ποίο ϑα καλούµε πρωτόκολλο κατωφλίου. Για κάθε ακεραίους u, u′ µε
−s ≤ u, u′ ≤ s, ορίζουµε

q(u, u′) = max(−s,min(s, u+ u′))

και
r(u, u′) = u+ u′ − q(u, u′)

Παρατηρούµε ότι αν το άθροισµα u + u′ είναι −s, ή s, ή µεταξύ των −s
και s τότε q(u, u′) = u + u′, ενώ αν u + u′ < −s είναι q(u, u′) = −s και
αν u + u′ > s είναι q(u, u′) = s. ∆ιαισθητικά το q(u, u′) αποθηκεύει όσο
περισσότερο γίνεται από το άθροισµα των u και u′ χωρίς να ϕύγει έξω από
τα όρια αποθήκευσης −s και s. Αν είναι να υπερβεί το κάτω όριο σταµατάει
στο −s ενώ αν είναι να υπερβεί το πάνω όριο σταµατάει στο s. Τώρα σε ό, τι
αφορά στο r(u, u′), επειδή από τη δεύτερη εξίσωση r(u, u′)+q(u, u′) = u+u′,
αν το q(u, u′) κατάφερε να αποθηκεύσει όλο το άθροισµα, το r(u, u′) είναι
0, ενώ αν το q(u, u′) δεν κατάφερε να αποθηκεύσει όλο το άθροισµα τότε
το r(u, u′) αποθηκεύει το µέρος εκείνο του αθροίσµατος των u και u′ που
το q(u, u′) δεν κατάφερε να αποθηκεύσει. Αξίζει να παρατηρήσει κανείς ότι
και το r(u, u′) είναι πάντοτε µεταξύ −s και s (συµπεριλαµβανοµένων), καθώς
|u+ u′| ≤ 2s και συνεπώς στην χειρότερη περίπτωση το q(u, u′) ϑα µεταθέσει
για αποθήκευση στο r(u, u′) το πολύ |s|. ΄Εστω, τέλος

b(u, u′) =

{
1, αν q(u, u′) < c
0, αλλιώς.

Οι κανόνες µετάβασης δίδονται από τον τύπο

(l, ·, u), (l′, ·, u′)→ (1, b(u, u′), q(u, u′)), (0, b(u, u′), r(u, u′))

εάν τουλάχιστον ένα εκ των l και l′ είναι 1 (δηλαδή τουλάχιστον ένας άγρυ-
πνος πράκτορας στην αλληλεπίδραση). Εάν και οι δύο πράκτορες είναι στην
κατάσταση ύπνου, δηλαδή l = l′ = 0, τότε η αλληλεπίδραση δεν κάνει τίποτα.

Το πρωτόκολλο συγκλίνει σε έναν µόνο άγρυπνο πράκτορα. ΄Εστω Λ(C) το
σύνολο των άγρυπνων πρακτόρων κατά στη διαµόρφωση C. |Λ(C0)| = n, α-
ϕού αρχικά όλοι είναι άγρυπνοι. Κάθε αλληλεπίδραση µεταξύ δύο άγρυπνων
πρακτόρων µειώνει το |Λ(C)| κατά ένα και καµία αλληλεπίδραση δεν µπορεί
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να αυξήσει το |Λ(C)|. Λόγω της συνθήκης δικαιοσύνης, εάν υπάρχουν δύο
άγρυπνοι πράκτορες, τελικά ϑα συναντηθούν. Εποµένως, σε πεπερασµένο
αριθµό ϐηµάτων ο υπολογισµός ϑα ϕτάσει σε µία διαµόρφωση C κατά την
οποία |Λ(C)| = 1.

Ο µετρητής του µοναδικού άγρυπνου πράκτορα συγκλίνει στην τιµή max(
−s,min(s,

∑k
i=1 aixi)). Με άλλα λόγια, ϑέλουµε να δείξουµε ότι αν το

∑k
i=1 aixi

τυχαίνει να είναι µεταξύ −s και s (συµπεριλαµβανοµένων) τότε ο µοναδικός
άγρυπνος πράκτορας ϑα έχει τον γραµµικό συνδυασµό στο µετρητή του, ενώ
αν

∑k
i=1 aixi < −s ϑα έχει −s και αν

∑k
i=1 aixi > s ϑα έχει s (και αυτή η

τιµή δεν πρόκειται να αλλάξει σε µελλοντικές αληλεπιδράσεις, είναι δηλαδή
η τελική τιµή µετρητή του µοναδικού άγρυπνου πράκτορα).

Σε κάθε περίπτωση, αξίζει να αναφέρουµε ότι, αν το δείξουµε αυτό, τότε
το πρωτόκολλο ϑα είναι ορθό ως εξής : Στην περίπτωση που ο µετρητής του
µοναδικού πράκτορα είναι τελικά ο γραµµικός συνδυασµός, τότε όλοι οι άλ-
λοι πράκτορες έχουν µηδενικούς µετρητές και σε κάθε αλληλεπίδραση του
άγρυπνου πράκτορα µε έναν πράκτορα που είναι στην κατάσταση ύπνου, ο
νέος άγρυπνος πράκτορας (όποιος απ’ τους δύο ήταν ο µυητής) παίρνει το
γραµµικό συνδυασµό και οι δύο ϑέτουν το ψηφίο εξόδου τους στην τιµή 1 αν∑k

i=1 aixi < s, αλλιώς στην τιµή 0 και λόγω διακαιοσύνης όλοι ϑα συναντη-
ϑούν τελικά µε τον µοναδικό άγρυπνο πράκτορα (αντίστοιχα, ο καθένας ϑα
γίνει κάποια στιγµή ο µοναδικός άγρυπνος πράκτορας, αφού αν ο άγρυπνος
είναι ο αποκρινόµενος οι ϱόλοι εναλλάσσονται). Αντίστοιχα, αν η τελική τιµή
του άγρυπνου πράκτορα είναι s, τότε ο γραµµικός συνδυασµός είναι µεγα-
λύτερος του s και ως εκ τούτου είναι µεγαλύτερος του c, αφού −s ≤ c ≤ s
και αφού η σύγκριση που ϑα γίνεται πάντοτε για το ψηφίο εξόδου ϑα είναι
s ≥ c που δίνει 0 και είναι πάντοτε αληθής, όλοι οι πράκτορες τελικά δίνουν
ορθά ως έξοδο το 0. Η περίπτωση του −s είναι ανάλογη µε αυτή του s.

Είδαµε ότι στην αρχική διαµόρφωση το άθροισµα όλων των µετρητών ι-
σούται µε τον γραµµικό συνδυασµό

∑k
i=1 aixi. Είδαµε, επίσης, ότι σε καµία

αλληλεπίδραση δεν χάνεται άθροισµα, αφού πάντοτε το άθροισµα των µετρη-
τών µετά την αλληλεπίδραση ισούται µε το άθροισµά τους πριν την αλληλε-
πίσραση. ΄Αρα, σε κάθε διαµόρφωση C ισχύει ότι το

∑
j∈V uj(C) είναι ίσο µε∑k

i=1 aixi. Με άλλα λόγια, σε κάθε ϐήµα του υπολογισµού το άθροισµα των
µετρητών όλων των πρακτόρων ισούται µε το γραµµικό συνδυασµό

∑k
i=1 aixi

που ϑέλουµε να συγκρίνουµε µε το c.
Ορίζουµε p(C) =

∑
j /∈Λ(C) |uj(C)|. Το p(C) εκφράζει το άθροισµα των

µετρητών όλων των πρακτόρων που κοιµούνται στην διαµόρφωση C. Για
ευκολία, όταν το νόηµα είναι ξεκάθαρο, ϑα γράφουµε p αντί για p(C) και
uj αντί για uj(C). Καλούµε µία διαµόρφωση σταθερή εάν υπάρχει ένας
µοναδικός άγρυπνος πράκτορας l σε αυτή και επιπλέον ισχύει µία απ’ τις
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ακόλουθες συνθήκες :

1. p = 0.

2. ul = s, και uj ≥ 0 για κάθε j 6= l.

3. ul = −s, και uj ≤ 0 για κάθε j 6= l.

Εξετάζοντας τις τρεις περιπτώσεις είναι εύκολο να δει κανείς ότι σε µία στα-
ϑερή διαµόρφωση ο µετρητής του άγρυπνου πράκτορα l είναι ίσος µε max(
−s,min(s,

∑k
i=1 aixi)). Στην πρώτη, ο l έχει το γραµµικό συνδυασµό και

αφού µπορεί και τον αποθηκεύει προφανώς −s ≤ ∑k
i=1 aixi ≤ s. Στην

δεύτερη έχει s και αφού όλοι οι υπόλοιποι έχουν µη-αρνητικούς µετρητές∑k
i=1 aixi ≥ s. Στην τρίτη έχει −s και αφού όλοι οι υπόλοιποι έχουν µη-

ϑετικούς µετρητές
∑k

i=1 aixi ≤ −s.
Θα δείξουµε τώρα ότι το πρωτόκολλο κατωφλίου πάντοτε συγκλίνει σε µί-

α σταθερή διαµόρφωση. Αυτό είναι και το τελευταίο ϐήµα της απόδειξης,
κάθως εύκολα παρατηρεί κανείς ότι αν ο υπολογισµός ϕτάσει σε µία σταθε-
ϱή διαµόρφωση τότε όλες οι µετέπειτα διαµορφώσεις ϑα είναι σταθερές και ο
µοναδικός άγρυπνος πράκτορας σε όλες αυτές, εξ’ ορισµού των σταθερών δια-
µορφώσεων, ϑα έχει στο µετρητή του το max(−s,min(s,

∑k
i=1 aixi)). Για να

αποδείξουµε ότι ο υπολογισµός πάντοτε ϕτάνει σε µία σταθερή διαµόρφωση
ϑα δείξουµε ότι σε κάθε µη-σταθερή διαµόρφωση µε ένα µοναδικό άγρυπνο
πράκτορα, υπάρχει κάποια µετάβαση που µειώνει το p και δεν υπάρχει καµία
µετάβαση που να αυξάνει το p. Θα συνεχίσουµε να συµβολίζουµε µε l την
ταυτότητα του µοναδικού άγρυπνου πράκτορα.

Σε κάθε µη σταθερή διαµόρφωση µε έναν µόνο άγρυπνο πράκτορα

1. υπάρχει µία αλληλεπίδραση που µειώνει το p:

(α΄) ΄Εστω ότι ul = s και υπάρχει κάποιος j 6= l για τον οποίο ισχύει
uj < 0 (αν ήταν uj ≥ 0 για κάθε j 6= l τότε η διαµόρφωση ϑα
ήταν σταθερή). Στην περίπτωση αυτή, µία συνάντηση µεταξύ των
l και j ϑέτει τον µετρητή του µυητή (που γίνεται ο νέος µοναδικός
άγρυπνος πράκτορας) στην τιµή s + uj και ϑέτει το µετρητή του
αποκρινόµενου στο 0. ΄Αρα, το p µειώνεται κατά −uj > 0.

(ϐ΄) ΄Εστω ότι ul = −s και υπάρχει κάποιος j 6= l για τον οποίο ισχύει
uj > 0. Στην περίπτωση αυτή, µία συνάντηση µεταξύ των l και
j ϑέτει τον µετρητή του µυητή (που γίνεται ο νέος µοναδικός ά-
γρυπνος πράκτορας) στην τιµή −s + uj και ϑέτει το µετρητή του
αποκρινόµενου στο 0. ΄Αρα, το p µειώνεται και πάλι κατά uj > 0.
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(γ΄) ΄Εστω ότι −s < ul < s και υπάρχει κάποιος j 6= l για τον οποίο
ισχύει uj 6= 0 (αν για κάθε j 6= l ίσχυε uj = 0, τότε ϑα ίσχυε
p = 0 και η διαµόρφωση ϑα ήταν σταθερή). Σε µία συνάντηση
µεταξύ των l και j, αν (ι) uj > 0, ο µετρητής του µυητή γίνεται
min(ul+uj, s) = ul+min(uj, s−ul) και ως εκ τούτου το p µειώνεται
κατά min(uj, s − ul) > 0, ενώ, αν (ιι) uj < 0, η περίπτωση είναι
συµµετρική και το p µειώνεται κατά min(−uj, s+ uj) > 0.

Εποµένως σε κάθε µη-σταθερή διαµόρφωση µε έναν µόνο άγρυπνο
πράκτορα υπάρχει µία αλληλεπίδραση που µειώνει το p και λόγω της
συνθήκης δικαιοσύνης τελικά ϑα συµβεί.

2. δεν υπάρχει καµία αλληλεπίδραση που να αυξάνει το p.Οι υπόλοιπες
πιθανές µεταβάσεις είναι :

(α΄) Αυτές µεταξύ δύο πρακτόρων που είναι στην κατάσταση ύπνου.
Αυτού του είδους οι αλληλεπιδράσεις δεν κάνουν τίποτα και συνε-
πώς δεν αυξάνουν το p.

(ϐ΄) Αυτές στις οποίες ο άγρυπνος πράκτορας έχει ul = s και ο πρά-
κτορας που είναι στην κατάσταση ύπνου έχει uj ≥ 0. Σε αυτές και
πάλι το p δεν αλλάζει καθώς ο νέος άγρυπνος ϑα ϑέσει το µετρητή
του στην τιµή s και ο αποκρυνόµενος στην uj.

(γ΄) Αυτές στις οποίες ο άγρυπνος πράκτορας έχει ul = −s και ο πρά-
κτορας που είναι στην κατάσταση ύπνου έχει uj ≤ 0. Σε αυτές και
πάλι το p δεν αλλάζει καθώς ο νέος άγρυπνος ϑα ϑέσει το µετρητή
του στην τιµή −s και ο αποκρυνόµενος στην uj.

(δ΄) Οµοίως και γι’ αυτές στις οποίες −s < ul < −s και uj = 0.

∆είξαµε ότι σε κάθε µη-σταθερή διαµόρφωση µε ένα µοναδικό άγρυπνο
πράκτορα υπάρχει κάποια µετάβαση που µειώνει το p και δεν υπάρχει καµία
µετάβαση που να το αυξάνει. Επίσης, δείξαµε ότι σε πεπερασµένο αριθµό
ϐηµάτων ο πληθυσµός ϑα µείνει µε ένα µοναδικό άγρυπνο πράκτορα. Απ’
τη στιγµή που ϑα γίνει αυτό, αν ο υπολογισµός είχε µία υποακολουθία ά-
πειρων διαµορφώσεων στις οποίες το p παραµένει σταθερό, τότε, επειδή το
πλήθος των διαφορετικών διαµορφώσεων είναι πεπερασµένο, τουλάχιστον µί-
α απ’ αυτές, έστω η C, ϑα έπρεπε να εµφανίζεται άπειρο αριθµό ϕορών στην
υποακολουθία. ΄Οµως, υπάρχει µία διαµόρφωση C ′ που προκύπτει από την
C µέσω κάποιας µετάβασης που µειώνει το p η οποία δεν εµφανίζεται καµία
ϕορά στην άπειρη υποακολουθία, αφού το p παραµένει σταθερό, και σε αυτή
την περίπτωση ο δροµολογητής δεν είναι δίκαιος. ΄Αρα, λόγω της συνθήκης
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δικαιοσύνης, απ’ τη στιγµή που ο πληθυσµός ϑα µείνει µε ένα µοναδικό ά-
γρυπνο πράκτορα, το p ϑα µειώνεται ανά πεπερασµένο πλήθος ϐηµάτων και
ϑα µειωθεί το πολύ

∑k
i=1 |ai|xi ϕορές µέχρι να γίνει 0. ΄Αρα, σε πεπερασµένο

πλήθος ϐηµάτων το p τελικά ϑα γίνει ίσο µε 0 εκτός και αν προηγουµένως
ικανοποιηθεί µία εκ των συνθηκών σταθερών διαµορφώσεων 2 και 3. Και στις
τρεις περιπτώσεις ο υπολογισµός ϑα ϕτάσει και ϑα εγκλωβιστεί τελικά σε µία
άπειρη ακολουθία σταθερών διαµορφώσεων. Ως εκ τούτου, το πρωτόκολλο
κατωφλίου υπολογίζει σταθερά το κατηγόρηµα

∑k
i=1 aixi < c.

Ας επιστρέψουµε τώρα στο
∑k

i=1 aixi ≡ c (mod m) και ας ονοµάσουµε το
αντίστοιχο πρωτόκολλο, πρωτόκολλο υπολοίπου. Εδώ οι κανόνες µετάβασης
δίδονται από τον τύπο

(l, ·, u), (l′, ·, u′)→ (1, b′(u, u′), (u+ u′) mod m), (0, b′(u, u′), 0),

εάν τουλάχιστον ένα εκ των l, l′ είναι ίσο µε 1. Εάν και οι δύο πράκτορες
είναι στην κατάσταση ύπνου, δηλαδή l = l′ = 0, τότε η αλληλεπίδραση δεν
κάνει τίποτα. Η συνάρτηση b′ ορίζεται ως :

b′(u, u′) =

{
1, αν u+ u′ ≡ c (mod m)
0, αλλιώς.

Λόγω της οµοιότητας µε το πρωτόκολλο κατωφλίου, είναι προφανές ότι και
το πρωτόκολλο υπολοίπου πάντοτε διαθέτει τελικά ένα µόνο άγρυπνο πράκτο-
ϱα. Αρχικά ισχύει προφανώς (

∑k
i=1 aixi) mod m = (

∑
j∈V uj(C0)) mod m.

Θα δείξουµε τώρα ότι για κάθε C, ισχύει (
∑k

i=1 aixi) mod m = (
∑

j∈V uj(C))
modm, δηλαδή ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του αρχικού γραµµικού συν-
δυασµού µε τοm διατηρείται κατά τον υπολογισµό και είναι πάντοτε ίσο µε το
υπόλοιπο της διαίρεσης του αθροίσµατος των µετρητών (σε µία διαµόρφωση
C) µε το m.

Το πρωτόκολλο παίρνει συνεχώς δύο αθροιστέους t1 και t2 του συνολικού
αθροίσµατος και τους αντικαθιστά µε το (t1 + t2) mod m (το καταγράφει ο
µυητής και ο αποκρινόµενος γίνεται 0). Εποµένως, αρκεί να δ.ό.1 για κάθε
άθροισµα ακεραίων t1 + t2 + . . .+ tr ισχύει

(t1+t2+. . .+tr) mod m = [(t1+t2+. . .+tr−ti−tj)+(ti+tj) mod m] mod m.

1δείξουµε ότι
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Πράγµατι

(t1+t2 + . . .+ tr) mod m = [(t1 + t2 + . . .+ tr − ti − tj) + (ti + tj) mod m]

mod m

=[(t1 + t2 + . . .+ tr − ti − tj) + (ti + tj)−
⌊
ti + tj
m

⌋
m] mod m

=(t1 + t2 + . . .+ tr)−
⌊
ti + tj
m

⌋
m−

(t1 + t2 + . . .+ tr)−
⌊

ti+tj
m

⌋
m

m

m

=(t1 + t2 + . . .+ tr)− z ·m

Μένει να δ.ό.

z =

⌊
ti + tj
m

⌋
+

⌊
(t1 + t2 + . . .+ tr)

m
−

⌊
ti + tj
m

⌋⌋
=

⌊
(t1 + t2 + . . .+ tr)

m

⌋
,

καθώς τότε ϑα ισχύει

(t1 + t2 + . . .+ tr) mod m =

(t1 + t2 + . . .+ tr)−
⌊

(t1 + t2 + . . .+ tr)

m

⌋
·m

το οποίο εξ’ ορισµού του mod είναι αληθές. Πράγµατι, επειδή το
⌊

ti+tj
m

⌋
είναι

ακέραιος, ισχύει

z =

⌊
ti + tj
m

⌋
+

⌊
(t1 + t2 + . . .+ tr)

m
−

⌊
ti + tj
m

⌋⌋

=

⌊
ti + tj
m

⌋
+

⌊
(t1 + t2 + . . .+ tr)

m

⌋
−

⌊
ti + tj
m

⌋

=

⌊
(t1 + t2 + . . .+ tr)

m

⌋
,

ὄπερ ἔδει δε̃ιξαι.
Εποµένως, δείξαµε ότι όταν µείνει ένας µόνο άγρυπνος πράκτορας, α-

ϕού όλοι οι υπόλοιποι ϑα έχουν µετρητή ίσο µε το 0, ο πράκτορας αυτός
ϑα πρέπει να έχει µετρητή ίσο µε (

∑k
i=1 aixi) mod m. Αυτό µπορούµε να το

δούµε εύκολα αν σκεφτούµε ότι αναπόφευκτα κάποια στιγµή ϑα έχουν µεί-
νει µόνο δύο άγρυπνοι πράκτορες οι οποίοι µόλις αλληλεπιδράσουν αφήνουν
τον πληθυσµό µε έναν άγρυπνο πράκτορα. ΄Εστω u και u′ οι µετρητές τους.
Είδαµε ότι (

∑k
i=1 aixi) mod m = (u + u′) mod m (αφού όλοι οι άλλοι πρά-

κτορες είναι στην κατάσταση ύπνου και έχουν µετρητή ίσο µε το 0) και µόλις
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αλληλεπιδράσουν ο µυητής ϑέτει το µετρητή του στην τιµή (u + u′) mod m
και πλέον είναι ο µοναδικός άγρυπνος πράκτορας του πληθυσµού. Τέλος,
b′(u, u′) = 1 αν (

∑k
i=1 aixi) mod m ≡ c (mod m) και 0 αλλιώς. Μένει να

δείξουµε ότι (
∑k

i=1 aixi) mod m ≡ c (mod m) ανν
∑k

i=1 aixi ≡ c (mod m).
΄Εστω t =

∑k
i=1 aixi. Τότε

t (mod m) ≡ c (mod m)⇔
t (mod m)− c = k ·m, για κάποιον ακέραιο k, ⇔

t−
⌊
t

m

⌋
m− c = k ·m⇔

t− c = (k +

⌊
t

m

⌋
)m⇔

t ≡ c (mod m)

΄Αρα, απ’ τη στιγµή που ο πληθυσµός ϑα µείνει µε ένα µόνο άγρυπνο πρά-
κτορα, όλοι οι πράκτορες τελικά (λόγω της συνθήκης δικαιοσύνης) ϑα απο-
κτήσουν την ορθή τιµή εξόδου.

Θεώρηµα 6. Κάθε Presburger-καθορίσιµο κατηγόρηµα πάνω στους µη-αρνη-
τικούς ακεραίους είναι σταθερά υπολογίσιµο από το ϐασικό µοντέλο πρωτοκόλ-
λων πληθυσµών υπό την παραδοχή καταµέτρησης συµβόλων εισόδου.

Απόδειξη. ∆οθέντος ενός Presburger τύπου Φ, εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 5
για να την µετατρέψουµε σε ένα τύπο χωρίς ποσοδείκτες Φ′ πάνω στην ε-
πεκταθείσα Presburger αριθµητική (που περιλαµβάνει τα σύµβολα ≡m). Ο
Φ′ ϑα είναι ένας Boolean τύπος πάνω στα κατηγορήµατα που µπορούν να
γραφούν σε µία απ’ τις ακόλουθες τρεις µορφές :

∑
aixi + c1 <

∑
bixi + c2 (3.1)

∑
aixi + c1 =

∑
bixi + c2 (3.2)

∑
aixi + c1 ≡m bixi + c2 (3.3)

Εάν µπορέσουµε να δείξουµε ότι κάθε τέτοιο κατηγόρηµα είναι σταθερά υπο-
λογίσιµο, τότε η Φ′ ϑα είναι σταθερά υπολογίσιµη, αφού κάθε Boolean τύπος
σταθερά υπολογίσιµων κατηγορηµάτων µε ένα κοινό αλφάβητο εισόδου X
είναι σταθερά υπολογίσιµος.

Αλλάζοντας τη σειρά των όρων, τα κατηγορήµατα της µορφής (3.1) µπο-
ϱούν να γραφτούν ως ∑

dixi < c
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όπου di = ai − bi για κάθε i και c = c2 − c1. Τα κατηγορήµατα αυτού του
τύπου, όπως είδαµε, υπολογίζονται σταθερά από το πρωτόκολλο κατωφλίου
του Λήµµατος 6.

Τα κατηγορήµατα της µορφής (3.2) µπορούν να αντικατασταθούν από τη
σύζευξη ενός Ϲεύγους κατηγορηµάτων:

∑
aixi + c1 <

∑
bixi + c2 + 1

∑
aixi + c1 >

∑
bixi + c2 − 1

Τα κατηγορήµατα αυτά υπολογίζονται σταθερά από το πρωτόκολλο κατωφλί-
ου και, όπως έχουµε ήδη δει, η σύζευξη σταθερά υπολογίσιµων κατηγορη-
µάτων είναι σταθερά υπολογίσιµη.

Τα κατηγορήµατα της µορφής (3.3) µπορούν, οµοίως, να γραφτούν ως
∑

dixi ≡m c.

Τέτοια κατηγορήµατα, όπως είδαµε, υπολογίζονται σταθερά από το πρωτό-
κολλο υπολοίπου του Λήµµατος 6.

Πόρισµα 5. Κάθε Presburger-καθορίσιµο κατηγόρηµα πάνω στο Zk είναι στα-
ϑερά υπολογίσιµο στον από το ϐασικό µοντέλο πρωτοκόλλων πληθυσµών µε
την παραδοχή κωδικοποίησης ακέραιας εισόδου.

Απόδειξη. Ο αναγνώστης καλείται να ανατρέξει στο [4] για την απόδειξη.

Πόρισµα 6. Εάν η εικόνα µίας συµµετρικής γλώσσας L ⊆ X∗ σύµφωνα µε
την αντιστοιχία Parikh είναι ένα ηµιγραµµικό σύνολο τότε η L είναι αποδε-
κτή από το ϐασικό µοντέλο πρωτοκόλλων πληθυσµών (υπάρχει κάποιο ϐασικό
πρωτόκολλο που την αποδέχεται).

Απόδειξη. Αφού το σύνολο Ψ(L) είναι ηµιγραµµικό, σύµφωνα µε το Θεώρηµα
4 είναι καθορίσιµο στην Presburger αριθµητική. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα
6, υπάρχει κάποιο πρωτόκολλο A που υπολογίζει σταθερά το Presburger
κατηγόρηµα που ορίζει το ηµιγραµµικό σύνολο Ψ(L) υπό την παραδοχή
καταµέτρησης συµβόλων εισόδου. Σύµφωνα µε το Λήµµα 3, το A αποδέχεται
την L.

Πόρισµα 7. Η κλάση των σταθερά υπολογίσιµων κατηγορηµάτων του ϐασι-
κού µοντέλου πρωτοκόλλων πληθυσµών είναι υπερσύνολο της κλάσης των
ηµιγραµµικών κατηγορηµάτων.

Απόδειξη. Κάθε ηµιγραµµικό κατηγόρηµα είναι σταθερά υπολογίσιµο από
το ϐασικό µοντέλο.
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3.4 Τα Υπολογίσιµα Κατηγορήµατα είναι Ηµι-
γραµµικά

Στην ενότητα αυτή ϑα δώσουµε έναν πλήρη χαρακτηρισµό της κλάσης των
σταθερά υπολογίσιµων κατηγορηµάτων (πάντα για το ϐασικό µοντέλο). Συγ-
κεκριµένα, ϑα αναφέρουµε χωρίς να αποδείξουµε (λόγω της έκτασης της
συγκεκριµένης απόδειξης) ότι η κλάση των ηµιγραµµικών κατηγορηµάτων ε-
κτός από κάτω είναι άνω ϕράγµα της και ως εκ τούτου το τελικό συµπέρασµα
ϑα είναι ότι ένα κατηγόρηµα είναι σταθερά υπολογίσιµο εάν και µόνον εάν
είναι ηµιγραµµικό. Να σηµειώσουµε ότι η εργασία των Angluin, Aspnes, και
Eisenstat [6] στην οποία αποδείχτηκε το άνω ϕράγµα, έκλεισε στην ουσία το
πιο σηµαντικό ανοικτό πρόβληµα που έχει παρουσιαστεί µέχρι σήµερα στο
πεδίο των Πρωτοκόλλων Πληθυσµών.

3.4.1 Βασικό Αποτέλεσµα

Θεώρηµα 7. Κάθε σταθερά υπολογίσιµο κατηγόρηµα είναι ηµιγραµµικό.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ουσιαστικά όλο το [6] και ως εκ τούτου ο αναγνώ-
στης παραπέµπεται σε αυτό.

Πόρισµα 8. Τα κατηγορήµατα που είναι σταθερά υπολογίσιµα απ’ τα πρωτό-
κολλα πληθυσµών είναι ακριβώς τα ηµιγραµµικά κατηγορήµατα.

Απόδειξη. Γνωρίζουµε απ’ το Πόρισµα 7 ότι κάθε ηµιγραµµικό κατηγόρηµα
είναι σταθερά υπολογίσιµο από το ϐασικό µοντέλο ενώ απ’ το Θεώρηµα 7
ότι κάθε σταθερά υπολογίσιµο κατηγόρηµα είναι ηµιγραµµικό. ΄Αρα, ένα
κατηγόρηµα είναι σταθερά υπολογίσιµο ανν είναι ηµιγραµµικό.



Κεφάλαιο 4

Το Μοντέλο των Πρωτοκόλλων
Πληθυσµών µε ∆ιαµεσολαβητή

‘‘ ῝Εν οἶδα ὅτι οὐδὲν οἶδα’’.

Σωκράτης

4.1 Εισαγωγή-Ο ∆ιαµεσολαβητής

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα ϐασικά αποτελέσµατα της έρευνας που
διεξήχθη στα πλαίσια της παρούσας ∆ιπλωµατικής Εργασίας. Στη σχετική
ϐιβλιογραφία, µετά την εργασία που πρότεινε το µοντέλο των πρωτοκόλλων
πληθυσµών [3] παρουσιάστηκαν κάποιες εργασίες που προσπάθησαν να χα-
λαρώσουν τους πολύ ισχυρούς περιορισµούς που αυτό έθετε, ούτως ώστε να
προκύψουν πιο ισχυρά υπολογιστικά µοντέλα. Για παράδειγµα, στο [14] ε-
πετράπει στους πράκτορες να έχουν µοναδικούς προσδιοριστές ενώ στο [10]
εξετάζεται ένα πιο ετερογεννές σύστηµα στο οποίο ορισµένοι πράκτορες έχουν
µεγαλύτερη υπολογιστική ισχύ. Γενικά, η τάση είναι αυτή η από κάτω προς
τα πάνω προσέγγιση, όπου έχοντας το ϐασικό αποτέλεσµα σχετικά µε την υ-
πολογιστική ισχύ του ϐασικού µοντέλου των πρωτοκόλλων (ϐλέπε Πόρισµα ;;)
πληθυσµών προσπαθούµε να ορίσουµε πιο ισχυρά µοντέλα χωρίς να χρησι-
µοποιούµε για το σκοπό αυτό πολύ ισχυρές υποθέσεις (πράγµα που ϑα έκανε
τα νέα µοντέλα να µην έχουν πρακτική αξία).

Στην παρούσα εργασία προτείνουµε τα Πρωτόκολλα Πληθυσµών µε ∆ια-
µεσολαβητή. Η ϐασική ιδέα είναι ότι επιτρέπουµε την ύπαρξη ενός διαµεσο-
λαβητή ο οποίος είναι υπεύθυνος για τον έλεγχο των επικοινωνιών. Συγκε-
κριµένα, για να επικοινωνήσουν δύο πράκτορες πρέπει να πάρουν την άδεια
του διαµεσολαβητή. Υποθέτουµε ότι κάθε πράκτορας έχει ένα µοναδικό (ερ-
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γοστασιακό) αναγνωριστή τον οποίο δεν µπορεί να χρησιµοποιεί το πρωτό-
κολλο, καθώς η µνήµη κάθε πράκτορα έχει και πάλι µέγεθος O(1), δηλαδή,
τα πρωτόκολλα είναι και πάλι οµοιόµορφα και ανώνυµα. Οι αναγνωριστές
δύο πρακτόρων που πρόκειται να αλληλεπιδράσουν, απλώς αποστέλλονται
στον διαµεσολαβητή ούτως ώστε αυτός να ελέγξει εάν ϑα πρέπει να επιτρέψει
στους συγκεκριµένους πράκτορες να αλληλεπιδράσουν.

Ο διαµεσολαβητής, όπως τον περιγράψαµε µέχρι τώρα, δείχνει απλώς να
επιλύει κάποια ανοικτά ϑέµατα σχετικά µε την ασφάλεια των επικοινωνιών στα
πρωτόκολλα πληθυσµών. Και παρότι το ϑέµα της ασφάλειας των συστηµάτων
αυτών δεν έχει εξεταστεί σχεδόν καθόλου στη σχετική ϐιβλιογραφία, εµείς ϑα
επικεντρωθούµε σε µία άλλη πολύ σηµαντική συνεισφορά του, που έχει να
κάνει µε την αύξηση της υπολογιστικής ισχύος των πρωτοκόλλων πληθυσµών
ως αποτέλεσµα µίας πολύ ϕτηνής (και ϕυσικής) επιπλέον υπόθεσης.

Υποθέτουµε ότι ο διαµεσολαβητής αποθηκεύει Ϲεύγη ταυτοτήτων πρακτό-
ϱων σε κλάσεις επικοινωνίας. Κάθε κλάση αντιστοιχεί σε µία κατάσταση και
κάθε διατεταγµένο Ϲεύγος πρακτόρων µπορεί να ανήκει το πολύ σε µία κλάση
κάθε στιγµή. Υπάρχει µία ένα-προς-ένα αντιστοιχία µεταξύ των Ϲευγών της
ϐάσης δεδοµένων του διαµεσολαβητή και των επιτρεπόµενων αλληλεπιδρά-
σεων του γράφου επικοινωνίας. Συγκεκριµένα, το Ϲεύγος (u, υ) υπάρχει σε
µία κλάση της ϐάσης δεδοµένων του διαµεσολαβητή ανν επιτρέπεται η επι-
κοινωνία µεταξύ των πρακτόρων u και υ στην οποία ο u είναι ο µυητής και
υ ο αποκρινόµενος. ΄Οταν το Ϲεύγος (u, υ) είναι έτοιµο να αλληλεπιδράσει,
οι πράκτορες αποστέλλουν τους προσδιοριστές τους στον διαµεσολαβητή ο
οποίος αναζητά το Ϲεύγος (u, υ) στη ϐάση δεδοµένων του. Αν το εντοπίσει σε
κάποια κλάση, τότε η κατάσταση που αντιστοιχεί στην κλάση αυτή αποστέλ-
λεται στους u και υ και τους επιτρέπεται να αλληλεπιδράσουν, διαφορετικά
ο διαµεσολαβητής ενηµερώνει τους πράκτορες ότι ϑα πρέπει να µαταιώσουν
την αλληλεπίδραση.

Παρατηρούµε εποµένως ότι ο διαµεσολαβητής αποθηκεύει πλήρως τον
γράφο επικοινωνίας, αφού κρατάει µία διαµέριση του συνόλου των ακµών σε
κλάσεις επικοινωνίας. ∆ύο ακµές ανήκουν σε κάποιο ϐήµα στην ίδια κλάση
ανν στο ϐήµα αυτό είναι και οι δύο στην κατάσταση της κλάσης. ΄Αρα, είναι σα
να επιτρέπουµε στις ακµές του γράφου επικοινωνίας να έχουν µνήµη και να
κρατάνε καταστάσεις. Φυσικά, ϑα πρέπει να είµαστε πολύ προσεκτικοί. Το
πλήθος των κλάσεων επικοινωνίας ϑα πρέπει να είναι σταθερό και ανεξάρτητο
του µεγέθους του πληθυσµού ούτως ώστε οι περιγραφές των πρωτοκόλλων
του νέου µοντέλου να είναι και πάλι σταθερές. Κατ΄ αναλογία, αν ϑεωρήσουµε
ακµές µε µνήµη αντί για τον διαµεσολαβητή που τις αποθηκεύει, κάθε ακµή
του γράφου ϑα πρέπει να έχει µία µνήµη συνολικής χωρητικότηταςO(1). Με
άλλα λόγια υπάρχουν δύο ισοδύναµοι τρόποι να δούµε το νέο µοντέλο :
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1. ΄Ενας κλασικός γράφος επικοινωνίας που επικοινωνεί συνεχώς µε έναν
διαµεσολαβητή.

2. ΄Ενας νέου τύπου γράφος επικοινωνίας, όπου τα κανάλια επικοινωνίας
έχουν σταθερή µνήµη, ακριβώς όπως και οι πράκτορες.

Για την τυπική περιγραφή του νέου µοντέλου ϑα ακολουθήσουµε την
δεύτερη ερµηνεία του, καθώς µας επιτρέπει να µην χρειαστεί να λάβουµε υπ’
όψιν µας λεπτοµέρειες υλοποίησης του διαµεσολαβητή. Ο λόγος δεν είναι ότι
η αρχιτεκτονική του διαµεσολαβητή είναι λιγότερο σηµαντική, αλλά ότι στην
εργασία αυτή ϐασικός µας στόχος είναι να µελετήσουµε ορισµένες πτυχές
της υπολογιστικής ισχύος του νέου µοντέλου, ελπίζοντας ότι το µοντέλο των
πρωτοκόλλων πληθυσµών µε διαµεσολαβητή είναι ισχυρότερο απ’ το µοντέλο
των πρωτοκόλλων πληθυσµών.

΄Ετσι, µοντελοποιούµε τον διαµεσολαβητή µέσω καναλιών επικοινωνίας
που ικανοποιούν τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. Κάθε ακµή e ∈ E είναι εφοδιασµένη µε έναν buffer O(1) συνολικής
αποθηκευτικής χωρητικότητας.

2. Πριν από κάθε αλληλεπίδραση e = (u, υ), το Ϲεύγος που πρόκειται να
αλληλεπιδράσει διαβάζει τα περιεχόµενα του αντίστοιχου buffer, δηλα-
δή την κατάσταση της e, για να την δώσει ως όρισµα στην συνάρτηση
µετάβασης.

3. Μετά από κάθε αλληλεπίδραση e = (u, υ), το Ϲεύγος που έχει µόλις
αλληλεπιδράσει ανανεώνει τα περιεχόµενα του αντίστοιχου buffer, γρά-
ϕοντας σε αυτόν τη νέα κατάσταση της e που επεστράφη από τη συνάρ-
τηση µετάβασης.

΄Εστω, για παράδειγµα, οποιοσδήποτε κατευθυνόµενος γράφοςG = (V,E),
όπου |V | = n, και ένας διαµεσολαβητής που αποτελείται από δύο κλάσεις.
Η µία, Cl0, αντιστοιχεί στην κατάσταση 0 και η άλλη, Cl1, στην κατάσταση
1. ΄Εστω ότι αρχικά E = Cl0, δηλαδή, κάθε ακµή είναι στην κατάσταση 0.
Ισχύει πάντα ότι Cl0 ∪ Cl1 = E, δηλαδή, ο διαµεσολαβητής περιέχει πάν-
τοτε την πλήρη αναπαράσταση του γράφου επικοινωνίας. Εποµένως, επειδή
επιπλέον Cl0 ∩ Cl1 = ∅ (αποθηκεύεται ένα µόνο αντίγραφο κάθε ακµής),
εδώ ισχύει αρχικά Cl1 = E − Cl0 = ∅, αφού καµία ακµή δεν είναι αρχικά
στην κατάσταση 1. Γενικά, αν ο διαµεσολαβητής αποτελείται από l κλάσεις
επικοινωνίας Cl1, Cl2, . . . , Cll, τότε ισχύει πάντοτε :

E =
l⋃

i=1

Cli
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και για κάθε 1 ≤ i < j ≤ l ισχύει ότι Cli ∩ Clj = ∅. Αυτό σηµαίνει
ότι ο διαµεσολαβητής αποθηκεύει πάντοτε µία διαµέριση του E σε κλάσεις
επικοινωνίας. ΄Οταν το Ϲεύγος e = (u, υ) πρόκειται να αλληλεπιδράσει, αν
e ∈ Cl0∪Cl1, έστω π.χ. ότι ανήκει στην Cl0, τότε η κατάσταση 0 αποστέλλεται
από τον διαµεσολαβητή στους u και υ, αυτοί αλληλεπιδρούν και στέλνουν
στο διαµεσολαβητή τη νέα κατάσταση της e, έστω 1. Ο διαµεσολαβητής τότε
απλώς µεταφέρει την e στην κλάση Cl1 (διαγράφοντάς την από την Cl0).
Αν e /∈ Cl0 ∪ Cl1, τότε ο διαµεσολαβητής στέλνει κάποιο ειδικό σύµβολο (ή
σήµα) στους u και υ που τους ενηµερώνει ότι η αλληλεπίδραση ϑα πρέπει να
µαταιωθεί.

Αντίστοιχα, στη µοντελοποίηση χωρίς διαµεσολαβητή, ο γράφος επικοι-
νωνίας περιέχει µόνο τις επιτρεπόµενες αλληλεπιδράσεις και έτσι απλώς δεν
λαµβάνουµε υπ’ όψιν οποιεσδήποτε άλλες ενδεχόµενες µη-επιτρεπτές αλλη-
λεπιδράσεις (ϑεωρούµε ότι τέτοιες δεν µπορούν να υπάρξουν, σα να υπάρχει
κάποιος διαµεσολαβητής που τις µαταιώνει). Κάθε ακµή (που αναπαριστά
µία επιτρεπόµενη αλληλεπίδραση) έχει έναν buffer που αρχικά περιέχει µία
εκ των καταστάσεων 0 και 1. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα υποθέτουµε ότι
αρχικά όλοι οι buffers περιέχουν το σύµβολο 0, δηλαδή, ισοδύναµα, όλες οι
ακµές του E είναι στην κατάσταση 0, ισοδύναµα, όλες ϑα ανήκαν στην κλάση
Cl0 του διαµεσολαβητή, εάν αυτός υπήρχε. ΄Οταν το Ϲεύγος e = (u, υ) πρόκει-
ται να αλληλεπιδράσει, τότε η συνάρτηση µετάβασης λαµβάνει υπ’ όψιν τόσο
τις καταστάσεις των πρακτόρων u και υ, όσο και την κατάσταση της ακµής
e. Το αποτέλεσµα της αλληλεπίδρασης είναι η ανανέωση των καταστάσεων
των πρακτόρων και της κατάστασης της ακµής, σύµφωνα µε τις τιµές που
επέστρεψε η συνάρτηση µετάβασης. Είναι προφανές ότι τα δύο µοντέλα είναι
ισοδύναµα.

Αξίζει, τέλος, να παρατηρήσουµε ότι εάν για κάποιο πρόβληµα πρέπει να
ϑεωρήσουµε ένα µη-κατευθυνόµενο γράφοG, τότε απλώς απαιτούµε η σχέση
E (κάθε σύνολο ακµών είναι µία µη-ανακλαστική δυαδική σχέση επί του V )
να είναι συµµετρική (δηλαδή, για κάθε (u, υ) ∈ E ισχύει επίσης ότι (υ, u) ∈
E) και ότι κάθε Ϲεύγος αντιπαράλληλων ακµών (u, υ), (υ, u) ∈ E αποθηκεύ-
εται σε ένα µόνο µη-κατευθυνόµενο αντίγραφο στον διαµεσολαβητή. Τόσο η
αλληλεπίδραση (u, υ), όσο και η (υ, u) επιτρέπονται (αν (u, υ), (υ, u) ∈ E)
και αντιστοιχίζονται στο ένα και µοναδικό αντίγραφο {u, υ} του διαµεσολα-
ϐητή. Ισοδύναµα, στην περίπτωση που δεν υπάρχει διαµεσολαβητής, µο-
ντελοποιούµε αυτή την υπόθεση συσχετίζοντας κάθε κάθε δικατευθυνόµενη
ακµή του γράφου επικοινωνίας µέ έναν µοναδικό buffer. Επιπρόσθετα, ε-
πειδή στο νέο µοντέλο διατηρούµε την υπόθεση µυητή-αποκρινόµενου (για
λόγους συνέπειας µε τα πρωτόκολλα πληθυσµών) εάν εφαρµοσθεί ο κανόνας
(a, b, s)→ (a′, b′, s′), τότε a και a′ είναι, αντίστοιχα, η παλιά και νέα κατάστα-
ση του µυητή, b και b′ του αποκρινόµενου και s και s′ της µη-κατευθυνόµενης
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ακµής που τους συνδέει. Στην µη-κατευθυνόµενη περίπτωση υποθέτουµε την
ύπαρξη και του αντίστροφου (ως προς τους ϱόλους των πρακτόρων) κανόνα
(b, a, s) → (b′, a′, s′) ο οποίος επιφέρει ακριβώς το ίδιο αποτέλεσµα. Εάν εί-
ναι προφανές, εποµένως, ότι αναφερόµαστε σε µη-κατευθυνόµενο γράφο ϑα
παρουσιάζουµε έναν µόνο εκ των δύο ισοδύναµων κανόνων.

4.2 Το Νέο Μοντέλο

4.2.1 Πρωτόκολλα Πληθυσµών µε ∆ιαµεσολαβητή

΄Ενα πρωτόκολλο πληθυσµού µε διαµεσολαβητή A αποτελείται από πεπερα-
σµένα αλφάβητα εισόδου και εξόδου X και Y , ένα πεπερασµένο καταστάσεων
πρακτόρων Q, µία συνάρτηση εισόδου πρακτόρων I : X → Q που αντιστοι-
χίζει εισόδους σε καταστάσεις πρακτόρων, µία συνάρτηση εξόδου πρακτόρων
O : Q → Y που αντιστοιχίζει καταστάσεις πρακτόρων σε εξόδους, ένα πε-
περασµένο σύνολο καταστάσεων ακµών S, µία συνάρτηση εισόδου ακµών
ι : X → S που αντιστοιχίζει εισόδους σε κατατάσεις ακµών, µία συνάρ-
τηση εξόδου ακµών ω : S → Y που αντιστοιχίζει καταστάσεις ακµών σε
εξόδους, µία οδηγία εξόδου r, ένα πεπερασµένο ολικά διατεταγµένο σύνο-
λο από κόστη K, µία συνάρτηση κόστους c : E → K που αναθέτει ένα
κόστος σε κάθε ακµή του γράφου επικοινωνίας και µία συνάρτηση µετά-
ϐασης δ : Q × Q × K × S → Q × Q × K × S (από εδώ και στο εξής
ϑα υποθέτουµε πάντοτε ότι το κόστος παραµένει το ίδιο µετά την εφαρµο-
γή της δ και για το λόγο αυτό δεν ϑα καθορίζουµε επιστρεφόµενο κόστος
από τη δ). Εάν δ(qi, qj, x, s) = (q′i, q

′
j, s

′) (το οποίο, σύµφωνα µε την υπό-
ϑεση που κάναµε, είναι ισοδύναµο µε το δ(qi, qj, x, s) = (q′i, q

′
j, x, s

′)) κα-
λούµε το (qi, qj, x, s) → (q′i, q

′
j, s

′) µετάβαση και ορίζουµε δ1(qi, qj, x, s) = q′i,
δ2(qi, qj, x, s) = q′j και δ3(qi, qj, x, s) = s′. Θα καλούµε την δ1 απόκτηµα του
µυητή, την δ2 απόκτηµα του αποκρινόµενου και την δ3 απόκτηµα της ακµής
µετά την αντίστοιχη αλληλεπίδραση.

Στις περισσότερες των περιπτώσεων ϑα υποθέτουµε ότι K ⊂ Z+ και ότι
cmax = maxw∈K{w} = O(1). Γενικά, αν cmax = maxw∈K{|w|} = O(1) τότε
κάθε πράκτορας µπορεί να αποθηκεύει το πολύ k αθροιστικά κόστη (το πολύ
την τιµή kcmax), για κάποιο k = O(1) και λέµε ότι η συνάρτηση κόστους
είναι χρήσιµη (αξίζει να παρατηρήσει κανείς ότι αν το K εξαρτιόταν από το
µέγεθος του πληθυσµού τότε οι πράκτορες και οι ακµές δεν ϑα µπορούσαν
να συγκρατήσουν ούτε ένα κόστος και τότε ϑα ήταν αδύνατη οποιασδήποτε
µορφής ϐελτιστοποίηση).

΄Ενα πρωτόκολλο πληθυσµού µε διαµεσολαβητή τρέχει σε ένα γράφο επι-
κοινωνίας G = (V,E), όπου το V είναι ένας πληθυσµός |V | = n πρακτόρων
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και E είναι µία µη-ανακλαστική δυαδική σχέση επί του V , της οποίας ο
πληθάριθµος συµβολίζεται ως m. Στην περίπτωση ενός µη-κατευθυνόµενου
γράφου απλώς απαιτούµε η E να είναι επίσης συµµετρική και για κάθε
(u, υ), (υ, u) ∈ E, οι (u, υ) και (υ, u) να µοιράζονται τον ίδιο buffer (επί-
σης, στην µη-κατευθυνόµενη περίπτωση υποθέτουµε ότι αν δ(qi, qj, x, s) =
(q′i, q

′
j, s

′) τότε δ(qj, qi, x, s) = (q′j, q
′
i, s

′)), για κάθε (qi, qj, x, s) ∈ Q×Q×K ×
S). Τόσο στην κατευθυνόµενη όσο και στην µη-κατευθυνόµενη περίπτωση,
µία (u, υ) ∈ E σηµαίνει ότι η αλληλεπίδραση (u, υ) επιτρέπεται στην οποία ο
u είναι ο µυητής και ο υ ο αποκρινόµενος.

Μία διαµόρφωση δικτύου είναι µία αντιστοιχία C : V ∪ E → Q ∪ S που
καθορίζει την κατάσταση πράκτορα για κάθε πράκτορα του πληθυσµού και
την κατάσταση ακµής για κάθε ακµή του γράφου επικοινωνίας. Αν ϑέλουµε
να επικεντρώσουµε το ενδιαφέρον µας µόνο στις καταστάσεις των πρακτόρων,
µπορούµε να χρησιµοποιούµε την αντιστοιχία CV : V → Q η οποία καλείται
διαµόρφωση πληθυσµού, ενώ αν ϑέλουµε να επικεντρωθούµε µόνο στις κα-
ταστάσεις των ακµών µπορούµε να χρησιµοποιούµε την διαµόρφωση ακµών
CE : E → S. ΄Εστω C και C ′ δύο διαµορφώσεις δικτύου και έστω u και υ
δύο διαφορετικοί πράκτορες του πληθυσµού. Λέµε ότι η C πηγαίνει στην C ′
µέσω της συνάντησης e = (u, υ) και συµβολίζουµε C e→ C ′, εάν

C ′(u) = δ1(C(u), C(υ), x, C(e)),

C ′(υ) = δ2(C(u), C(υ), x, C(e)),

C ′(e) = δ3(C(u), C(υ), x, C(e)), και
C ′(z) = C(z), για κάθε z ∈ (V − {u, υ}) ∪ (E − e).

Λέµε ότι η C µπορεί να πάει στην C ′ σε ένα ϐήµα και συµβολίζουµε µε
C → C ′, αν C e→ C ′ για κάποια συνάντηση e ∈ E. Η σχέση ‘‘µπορεί να
πάει στην’’ (σε ένα ή περισσότερα ϐήµατα) ορίζεται και πάλι ως η µεταβατική
ϑήκη της ‘‘µπορεί να πάει σε ένα ϐήµα στην’’. Τυπικά, γράφουµε C ∗→ C ′,
αν υπάρχει µία ακολουθία διαµορφώσεων δικτύου C = C0, C1, . . . , Ct = C ′,
τέτοια ώστε Ci → Ci+1 για κάθε i, όπου 0 ≤ i < t, και στην περίπτωση αυτή
λέµε ότι η C ′ είναι προσβάσιµη απ’ την C.

Μία εκτέλεση είναι µία πεπερασµένη ή άπειρη ακολουθία διαµορφώσε-
ων δικτύου C0, C1, C2, . . . τέτοια ώστε για κάθε i, Ci → Ci+1. Μία άπειρη
εκτέλεση είναι δίκαιη, εάν για κάθε Ϲεύγος διαµορφώσεων πληθυσµού C και
C ′, τέτοιων ώστε C → C ′, αν η C εµφανίζεται άπειρο αριθµό ϕορών στην
εκτέλεση, τότε και η C ′ εµφανίζεται άπειρο αριθµό ϕορών στην εκτέλεση. ΄Ε-
νας υπολογισµός είναι µία (άπειρη) δίκαιη εκτέλεση. Ισοδύναµα, λέµε ότι ο
εχθρικός δροµολογητής είναι δίκαιος αν η ακολουθία αλληλεπιδράσεων που
επιλέγει οδηγεί πάντοτε σε δίκαιη εκτέλεση.
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Αξίζει να παρατηρήσει κανείς ότι ο κώδικας ενός πρωτοκόλλου πληθυ-
σµού µε διαµεσολαβητή έχει σταθερό µέγεθος (ανεξάρτητο του µεγέθους του
πληθυσµού) και, εποµένως, µπορεί να αποθηκευτεί σε κάθε πράκτορα του
πληθυσµού. Ως εκ τούτου, διατηρείται η ιδιότητα οµοιοµορφίας και επιπλέον
τόσο οι πράκτορες όσο και οι ακµές έχουν σταθερή µνήµη, άρα, διατηρείται
και η ιδιότητα ανωνυµίας.

4.2.2 Ο Υπολογισµός στο Νέο Μοντέλο

Λέµε ότι µία διαµόρφωση δικτύου C είναι σταθερής-εξόδου πρακτόρων, αν
O(C ′(u)) = O(C(u)) για κάθε u ∈ V και για κάθε C ′ τ.ώ. C ∗→ C ′. Επιπλέ-
ον, αν επεκτείνουµε την O σε µία συνάρτηση O : CV → YV , όπου CV = QV

και YV = Y V , τότε µπορούµε να γράφουµε O(C ′V ) = O(C ′V ) για κάθε C ′ τ.ώ.
C

∗→ C ′ και ϑα εννοούµε και πάλι ότι η C είναι σταθερής-εξόδου πρακτό-
ϱων. Λέµε ότι µία διαµόρφωση δικτύου C είναι σταθερής-εξόδου ακµών, αν
ω(C ′(e)) = ω(C(e)) για κάθε e ∈ E και για κάθε C ′ τ.ώ. C ∗→ C ′ (γράφουµε
και ω(C ′E) = ω(CE) αν επεκτείνουµε την ω σε ω : CE → YE, όπου CE = SE

και YE = Y E). Τέλος, µία διαµόρφωση ϑα λέγεται καθολικής σταθερής-
εξόδου, εάν είναι σταθερής-εξόδου πρακτόρων και σταθερής-εξόδου ακµών.
Αν η C είναι σταθερής εξόδου πρακτόρων, τότε σε όλες τις διαµορφώσεις που
είναι προσβάσιµες απ’ την C η καθολική ανάθεση εξόδου y : V ∪ E → Y
παραµένει η ίδια. Αυτό ισχύει γιατί κάθε διαµόρφωση σχετίζεται µε µία τέ-
τοια ανάθεση εξόδου αφού, αν y είναι η καθολική ανάθεση εξόδου κατά µία
διαµόρφωση C και έχουµε συναρτήσεις εξόδου O και ω, τότε η y ορίζεται ως
y(u) = O(C(u)), αν u ∈ V και y(e) = ω(C(e)), αν e ∈ E, άρα y = O ◦ C, αν
η είσοδος ανήκει στο V και y = ω ◦ C, αν η είσοδος ανήκει στο E.

Ας δούµε τώρα τί είναι η οδηγία r που έχουµε εισαγάγει στον ορισµό του
µοντέλου. Η οδηγία αυτή απλώς ενηµερώνει τον διαχειριστή ή τον χρήστη
του συστήµατος σχετικά µε το πώς να λάβει και να ερµηνεύσει την έξοδο του
υπολογισµού. Ο λόγος που εισάγουµε την οδηγία αυτή είναι απλός : ΄Ενα
πρωτόκολλο µε διαµεσολαβητή µπορεί να υπολογίζει µία συνάρτηση (ίσως
και µε τη ϐοήθεια των ακµών) και να δίνει την έξοδό του ως µία νάθεση ε-
ξόδου των πρακτόρων, ακριβώς όπως και τα πρωτόκολλα πληθυσµών, όµως
επιπλέον µπορεί να µαρκάρει κάποιον υπογράφο αν τέτοιο ήταν το πρόβληµα
για το οποίο σχεδιάστηκε. Για παράδειγµα, εάν ένα πρωτόκολλο υπολογίζει
ένα κατηγόρηµα πάνω στις αναθέσεις εισόδου πρακτόρων, τότε µία κατάλλη-
λη οδηγία r ϑα ήταν : ‘‘Συνέλλεξε οποιοδήποτε u ∈ V και δες την έξοδό του’’.
Στην περίπτωση αυτή ϑα ονοµάζουµε µία διαµόρφωση σταθερής-εξόδου πρα-
κτόρων, r-σταθερή διαµόρφωση. Ας ϑεωρήσουµε τώρα το πρόβληµα:

Πρόβληµα 1 (Ακµές ελαχίστου κόστους). ∆οθέντος ενός µη-κατευθυνόµενου
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συνεκτικού γράφου επικοινωνίας G = (V,E) και µίας χρήσιµης συνάρτησης
οικογένειακόστους c : E → K πάνω στο σύνολο των ακµών, όπου K ⊂ Z+,
να σχεδιαστεί ένα πρωτόκολλο µε διαµεσολαβητή που να ϐρίσκει τις ακµές
ελαχίστου κόστους του E.

΄Ενα πρωτόκολλο για το πρόβληµα αυτό ϑα πρέπει µε κάποιο τρόπο να
µαρκάρει τις ακµές ελαχίστου κόστους. Μία κατάλληλη οδηγία r για την πε-
ϱίπτωση αυτή ϑα ενηµέρωνε απλώς τον χρήστη ότι µόνο οι ακµές που τελικά
ανήκουν στην κλάση 1 πρέπει να συλλεχθούν, δηλαδή, r: ‘‘Συνέλλεξε κάθε
e ∈ E για την οποία ισχύει ω(se) = 1’’, όπου µε se συµβολίζουµε την κατάστα-
ση της e, π.χ. αν ο χρήστης εφαρµόσει την οδηγία r κατά την διαµόρφωση C,
τότε se = C(e). Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση αυτή µία r-σταθερή δια-
µόρφωση C ϑα µπορούσε απλώς να είναι µία διαµόρφωση σταθερής-εξόδου
ακµών ή µία διαµόρφωση όπου για κάθε C ′ που είναι προσβάσιµη απ’ την C
το υποσύνολο του E που δίνει έξοδο 1 δεν αλλάζει.

Επιπρόσθετα, µία οδηγία r ϑα µπορούσε να είναι ένα κατηγόρηµα πάνω
στις (καθολικές) αναθέσεις εξόδου. Για παράδειγµα, µία οδηγία τέτοιου τύπου
είναι η ‘‘Εάν υπάρχει τουλάχιστον ένας πράκτορας µε έξοδο 0, απέρριψε,
αλλιώς, αποδέξου’’. Με µια πρώτη µατιά ϑα έλεγε κανείς ότι για να παρθεί
µία τέτοια απόφαση, ϑα πρέπει κάποια καθολική µηχανή Turing να εκτελέσει
έναν υπολογισµό πάνω στην έξοδο, όµως, όπως ϑα δούµε, αυτό µπορεί να
επιτευχθεί µέσω ενός νέου τρόπου ‘‘σύνθεσης’’ δύο πρωτοκόλλων όπου το ένα
εκ των δύο υλοποιεί την r.

Γενικεύοντας τα παραπάνω, µία διαµόρφωση C ϑα λέγεται r-σταθερή εάν
ικανοποιεί µία απ’ τις ακόλουθες δύο συνθήκες :
• Εάν το πρόβληµα αφορά σε έναν υπογράφο που πρέπει να ϐρεθεί, τότε

η C σταθεροποιεί έναν υπογράφο που δεν πρέπει να τροποποιείται σε
καµία C ′ που είναι προσβάσιµη απ’ την C.

• Εάν το πρόβληµα αφορά σε µία συνάρτηση που πρέπει να υπολογι-
στεί από τους πράκτορες, τότε η C πρέπει να είναι σταθερής-εξόδου
πρακτόρων.

Ορισµός 13. Θα λέµε ότι ένα πρωτόκολλο A επιλύει σταθερά ένα πρόβληµα
Π, εάν για κάθε στιγµιότυπο I του Π και κάθε υπολογισµό (δίκαιη εκτέλεση)
του A στο I, το δίκτυο ϕτάνει σε µία r-σταθερή διαµόρφωση C που δίνει την
σωστή λύση για I εάν ερµηνευθεί σύµφωνα µε την οδηγία εξόδου r. Στην ειδική
περίπτωση που το Π είναι µία προς υπολογισµό συνάρτηση f , ϑα λέµε ότι το A
υπολογίζει σταθερά την f .

Ορισµός 14. Στην ειδική περίπτωση που το Π είναι ένα πρόβληµα ϐελτιστο-
ποίησης (όπως το Πρόβληµα 1), ένα πρωτόκολλο που επιλύει σταθερά το Π ϑα
καλείται πρωτόκολλο ϐελτιστοποίησης για το πρόβληµα Π.



4.2 Το Νέο Μοντέλο 61

Ορισµός 15. Θα λέµε ότι ένα πρόβληµα επιδέχεται διαµεσολαβητή εάν υ-
πάρχει πρωτόκολλο πληθυσµού µε διαµεσολαβητή που το επιλύει σταθερά.

4.2.3 Μερικά Πρωτόκολλα Γράφων

Μία αξιοσηµείωτη δυνατότητα του νέου µοντέλου είναι ότι µπορεί να επιλύ-
ει σταθερά ορισµένα σηµαντικά γραφοθεωρητικά προβλήµατα που αφορούν
π.χ. σε εύρεση υπογράφων του γράφου επικοινωνίας. Βέβαια, παρότι έχουµε
καταφέρει ήδη να κατασκευάσουµε πρωτόκολλα για ορισµένα αντιπροσωπευ-
τικά προβλήµατα αυτής της κατηγορίας, δεν είµαστε ακόµα σε ϑέση να γνω-
ϱίζουµε περισσότερα πράγµατα σχετικά µε την κλάση των προβληµάτων που
επιλύει σταθερά το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών µε διαµεσολαβητή.

Μεγιστοτικό Ταίριασµα

Αρχικά, ϑα παρουσιάσουµε ένα πρωτόκολλο πληθυσµού µε διαµεσολαβη-
τή (MPP, απ’ το Mediated Population Protocol) το οποίο επιλύει σταθερά το
ευρέως διαδεδοµένο πρόβληµα, στην Επιστήµη των Υπολογιστών, του µεγι-
στοτικού ταιριάσµατος :

Πρόβληµα 2 (Μεγιστοτικό Ταίριασµα). ∆οθέντος ενός µη-κατευθυνόµενου
γράφου επικοινωνίας G = (V,E), να ϐρεθεί ένα µεγιστοτικό ταίριασµα, δηλα-
δή, ένα σύνολο E ′ ⊆ E τ.ώ. να µην υπάρχουν δύο στοιχεία του E ′ µε κοινό
άκρο στο V και, επιπρόσθετα, δεν υπάρχει e ∈ E − E ′ τ.ώ. η e να µην έχει
κοινό άκρο µε κάθε στοιχείο του E ′.

Με απλά λόγια, ένα υποσύνολο των ακµών είναι µεγιστοτικό ταίριασµα,
αν οι ακµές αυτές ανά δύο δεν έχουν κοινό άκρο και δεν υπάρχει καµία ακµή
εκτός του υποσυνόλου αυτού που να µην έχει κοινό άκρο µε καµία ακµή του
υποσυνόλου (για τον τελευταίο λόγο ένα µεγιστοτικό ταίριασµα δεν µπορεί
να αυξηθεί εισάγοντας του κάποια ακµή, αφού δεν υπάρχει καµία επιπλέον
ακµή που να µπορεί να εισαχθεί στο µεγιστοτικό ταίριασµα χωρίς να κατα-
στρέψει την ιδιότητα του ταιριάσµατος). Ας δούµε ένα πρωτόκολλο, ονόµατι
MaximalMatching, για το πρόβληµα αυτό :

MaximalMatching

• X = {0}, Y = {0, 1},

• Q = {q0, q1}, S = {0, 1},

• I(0) = q0,
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• ι(0) = 0, ω(0) = 0, ω(1) = 1,

• r: ‘‘Συνέλλεξε κάθε e ∈ E για την οποία ισχύει ω(se) = 1’’,

• δ:

(q0, q0, 0)→ (q1, q1, 1)

Στο σηµείο αυτό ϑα πρέπει να αναφέρουµε ορισµένες σηµαντικές διευ-
κρινήσεις. Πρώτα απ’ όλα, επειδή το πρόβληµα δεν έχει να κάνει µε κόστη,
ϑεωρούµε ότι η δ είναι της ειδικότερης µορφής δ : Q×Q×S → Q×Q×S. Επι-
πρόσθετα, επειδή ο γράφος είναι µη-κατευθυνόµενος, αν λόγου χάρην είχαµε
κάποια µετάβαση (qi, qj, s)→ (q′i, q

′
j, s

′), τότε ϑα υποθέταµε, χωρίς να την πα-
ϱουσιάζουµε, την ύπαρξη της συµµετρικής µετάβασης (qj, qi, s)→ (q′j, q

′
i, s

′).
Στο συγκεκριµένο πρωτόκολλο δεν υπάρχει τέτοια ανάγκη, αφού ο συµµε-
τρικός κανόνας του µοναδικού κανόνα του πρωτοκόλλου είναι ο ίδιος κα-
νόνας. Οποιαδήποτε άλλη µετάβαση δεν εµφανίζεται στα πρωτόκολλα που
σχεδιάζουµε (πέραν των συµµετρικών µεταβάσεων) υποθέτουµε ότι υπάρχει
αλλά είναι ταυτοτική µετάβαση, δηλαδή δεν τροποποιεί κανένα από τα τρί-
α στοιχεία που δέχεται ως είσοδο (χάρην απλότητας), π.χ. στο πρωτόκολλο
MaximalMatching µερικοί απ’ τους µη-εµφανιζόµενους ταυτοτικούς κανό-
νες των οποίων υποθέτουµε την ύπαρξη είναι οι (q0, q1, 0) → (q0, q1, 0) και
(q1, q1, 1) → (q1, q1, 1). Τέλος, να πούµε ότι δεν καθορίζουµε µία συνάρτηση
εξόδου πρακτόρων, καθώς ϑα διαβάσουµε την έξοδο µόνο απ’ τις εξόδους των
ακµών. ΣΥνήθως, αν κάποιο στοιχείο του ορισµού δεν είναι απαραίτητο για
την ορθότητα του πρωτοκόλλου ϑα αποφεύγουµε τον ορισµό του.

Θεώρηµα 8. Το πρωτόκολλο MaximalMatching επιλύει σταθερά το πρό-
ϐληµα του µεγιστοτικού ταιριάσµατος.

Απόδειξη. ΄Εστω M(C) το υποσύνολο των ακµών που ϐρίσκονται στην κα-
τάσταση 1 κατά τη διαµόρφωση C. ΄Εστω ότι κατά τη διαµόρφωση C συµ-
ϐαίνει η αλληλεπίδραση e = (u, υ) και έστω C

e→ C ′ και e /∈ M(C). Σύµ-
ϕωνα µε το µοναδικό κανόνα της δ, για να ισχύει e ∈ M(C ′) ϑα πρέπει
C(u) = C(υ) = q0. Εάν αυτό ισχύει τότε έχουµε e ∈ M(C ′), δηλαδή
C ′(e) = 1 και C ′(u) = C ′(υ) = q1, δηλαδή η e περνάει στην κατάσταση
1 ενώ οι u και υ περνούν στην q1 για να υποδεικνύουν ότι εφάπτονται µε
κάποια ακµή που ανήκει στο τρέχον σύνολο M(C ′). Από εδώ και πέρα, κα-
µία ακµή που συµπίπτει µε την e (έχει κοινό άκρο) δεν µπορεί να µπει στο
σύνολο, απλούστατα διότι ο κόµβος στον οποίο συµπίπτει µε την e είναι στην
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κατάσταση q1. Ακόµα και να επιτρέπαµε στο δροµολογητή να επιλέγει πολ-
λαπλά Ϲεύγη προς αλληλεπίδραση, είναι προφανές ότι κανένας κόµβος δεν
ϑα µπορούσε να συµµετέχει σε περισσότερα από ένα Ϲεύγη. Τα παραπάνω
αποδεικνύουν ότι τοM(C) είναι ταίριασµα για κάθε C οποιουδήποτε υπολο-
γισµού. Επισπρόσθετα, δεν µπορεί να υπάρχει ακµή που δεν συγκρούεται
µε το τελικό ταίριασµα που να µην µπει τελικά στο ταίριασµα, αφού το ότι δεν
συγκρούεται αποδεικνύει ότι και τα δύο άκρα της είναι στην q0 και ο µόνος
τρόπος να πάψουν να είναι στην q0, είναι να την επιλέξει ο δροµολογητής,
το οποίο λόγω της συνθήκης δικαιοσύνης τελικά ϑα συµβεί. Το τελευταίο
αποδεικνύει ότι το ταίριασµα που τελικά κατασκευάζει το πρωτόκολλο είναι
πάντοτε µεγιστοτικό.

Μεταβατική Θήκη µε τη Βοήθεια ενός Αρχηγού

Ας υποθέσουµε ότι G = (V,E) είναι ένας γράφος που ανήκει στην οικογένεια
Gd

All, δηλαδή, στην όλων-των-Ϲευγών οικογένεια κατευθυνόµενων γράφων ε-
πικοινωνίας και ότι ένα πρωτόκολλο (ή οποιαδήποτε άλλη προεπεξεργαστική
διαδικασία) έχει ήδη υπολογίσει έναν υπογράφο του G, G′ = (V ′, E ′), ϑέτον-
τας κάθε e ∈ E ′ στην κατάσταση 1 και κάθε e ∈ E − E ′ (δηλαδή, όλες τις
υπόλοιπες ακµές) στην κατάσταση 0. Προφανώς, το V ′ απλώς περιλαµβάνει
κάθε κόµβο που αποτελεί άκρο τουλάχιστον µίας ακµής του E ′. Θέλουµε να
κατασκευάσουµε ένα MPP που να επιλύει σταθερά το ακόλουθο πρόβληµα:

Πρόβληµα 3 (Μεταβατική Θήκη). ∆οθέντος ενός γράφου επικοινωνίας G =
(V,E) από την Gd

All µε έναν εκ των προτέρων υπολογισθέντα υπογράφο G′ =
(V ′, E ′) σύµφωνα µε τα παραπάνω, να ϐρεθεί η µεταβατική ϑήκη του G′, δη-
λαδή, να ϐρεθεί ένα νέο σύνολο ακµών E∗ το οποίο ϑα περιλαµβάνει µία
κατευθυνόµενη ακµή (u, υ) για κάθε u, υ ∈ V ′ για τους οποίους υπάρχει µη-
κενό µονοπάτι από τον u στον υ στον G′ (αξίζει να παρατηρήσουµε ότι πάντοτε
E ′ ⊆ E∗).

Υποθέτουµε µία ελεγχόµενη ανάθεση εισόδου W : E → X που µοντε-
λοποιεί την έξοδο της προεπεξεργαστικής διεργασίας-πρωτοκόλλου, δηλαδή,
f(e) = 1 ανν e ∈ E ′. Επιπλέον, υποθέτουµε ότι αρχικά όλοι οι πράκτορες
είναι στην κατάσταση q0 εκτός από έναν µοναδικό εκλεγµένο (από οποιο-
δήποτε πρωτόκολλο εκλογής αρχηγού) αρχηγό που είναι στην κατάσταση l.
Η υπόθεση σχετικά µε τον αρχηγό και η ιδέα ότι η ύπαρξή του ϐοηθάει τα
πρωτόκολλα πρωτοεµφανίστηκε στο [3] και µελετήθηκε εκτενώς στο [5]. Α-
κολουθεί ο ορισµός του MPP, TranClos που επιλύει σταθερά το Πρόβληµα 3:

TranClos

• X = Y = {0, 1},
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• Q = {l, q0, q1, q′1, q2, q′2, q3}, S = {0, 1},

• ελεγχόµενη ανάθεση εισόδου: ‘‘W (e′) = 1, για κάθε e′ ∈ E ′, καιW (e) =
0, για κάθε e ∈ E − E ′’’,

• ι(x) = x, για κάθε x ∈ X, ω(s) = s, για κάθε s ∈ S,

• r: ‘‘Συνέλλεξε κάθε e ∈ E για την οποία ισχύει ω(se) = 1’’,

• δ:

(l, q0, 0) → (q0, l, 0) (q2, q0, 1) → (q′2, q3, 1)
(l, q0, 1) → (q1, q2, 1) (q1, q3, x) → (q′1, q0, 1), για x ∈ {0, 1}

(q1, q2, 1) → (q0, l, 1) (q′1, q
′
2, 1) → (q0, l, 1)

Θεώρηµα 9. Το πρωτόκολλο TranClos επιλύει σταθερά το πρόβληµα της
µεταβατικής ϑήκης.

Απόδειξη. ΄Εστω E ′ το υποσύνολο των ακµών που ϐρίσκονται αρχικά στην
κατάσταση 1 (όλες οι υπόλοιπες ακµές του πλήρους διγραφήµατος G είναι
αρχικά στην κατάσταση 0). Το E ′ είναι µία δυαδική σχέση επί του V ′. Η
µεταβατική ϑήκη του E ′ σε συνδυασµό µε το V ′ συνιστούν τη µεταβατική
ϑήκη του G′ (που Ϲητείται να υπολογιστεί), αφού κάθε κόµβος του V −V ′ δεν
είναι προσβάσιµος απ’ το E ′ και συνεπώς δεν µπορεί να είναι προσβάσιµος
ούτε από την µεταβατική ϑήκη του E ′.

Επιπρόσθετα, δεν υπάρχει κανόνας στην δ που να µεταρέπει την κατάστα-
ση µίας ακµής από 1 σε 0. Αυτό, σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι η έξοδος
σύµφωνα µε την οδηγία r είναι κάθε ακµή που ϐρίσκεται στην κατάσταση 1,
συνεπάγεται ότι τοE ′ είναι πάντοτε υποσύνολο τουE∗ (όπουE∗ το υποσύνολο
του E που το πρωτόκολλο δίνει ως έξοδο).

Το πρωτόκολλο πάντα κάνει τα ακόλουθα: Αρχικά, υπάρχει ένας µοναδι-
κός αρχηγός u στην κατάσταση l και όλοι οι υπόλοιποι πράκτορες είναι στην
q0. ΄Οταν ο αρχηγός u αλληλεπιδράσει µε κάποιον πράκτορα υ που είναι στην
q0 µέσω της ακµής (u, υ) που είναι στην κατάσταση 0, οι πράκτορες ανταλ-
λάσσουν τις καταστάσεις τους, δηλαδή, πλέον ο υ είναι ο µοναδικός αρχηγός.
Εάν, ανταυτού, η (u, υ) είναι στην κατάσταση 1, τότε ο αρχηγός u πηγαίνει
στην q1 και ο υ στην q2. Μετά από αυτό, όλοι οι πράκτορες είναι στην q0 εκτός
απ’ τους u και υ που είναι στις q1 και q2, αντίστοιχα, η (u, υ) είναι στην 1 και
µόνο οι κανόνες (q1, q2, 1) → (q0, l, 1) και (q2, q0, 1) → (q′2, q3, 1) µπορούν να
εφαρµοσθούν (οι υπόλοιποι που µπορούν είναι ταυτοτικοί). Εάν εφαρµοσθεί
ο πρώτος, τότε ο πληθυσµός περνάει σε µία διαµόρφωση παρόµοια µε την
αρχική, στην οποία υπάρχει ένας µοναδικός αρχηγός ενώ όλοι οι υπόλοιποι



4.2 Το Νέο Μοντέλο 65

πράκτορες είναι στην q0. Ο κανόνας αυτός (παρότι µπορεί να µην είναι προ-
ϕανές το γιατί) είναι πολύ σηµαντικός καθώς εξασφαλίζει ότι εάν ο υ που είναι
στην q2, δεν έχει κανένα εξερχόµενο γείτονα w, τ.ώ. qw = q0 και s(υ,w) = 1,
τότε το πρωτόκολλο δε ϑα ‘‘κολλήσει’’. Εάν ο δεύτερος κανόνας εφαρµοσθεί
πρώτα, τότε αυτό σηµαίνει ότι ο υ έχει µόλις αλληλεπιδράσει µε έναν πρά-
κτορα w που είναι στην q0 και όπου η (υ, w) είναι στην κατάσταση 1. Στην
περίπτωση αυτή, ο υ µεταβαίνει στην q′2 και ο w στην q3. Μετά από αυτό το
ϐήµα, το πρωτόκολλο έχει σχηµατίσει ένα κατευθυνόµενο µονοπάτι uυw, µε
καταστάσεις πρακτόρων q1, q′2, q3, αντιστοίχως, και τις (u, υ) και (υ, w) (δη-
λαδή, τις ακµές του µονοπατιού) στην κατάσταση 1. Πλέον µόνο ο κανόνας
(q1, q3, x)→ (q′1, q0, 1) µπορεί να εφαρµοσθεί (και τελικά ϑα εφαρµοσθεί λόγω
της συνθήκης δικαιοσύνης), ο οποίος αναθέτει την κατάσταση 1 στην ακµή
(u,w). Τελικά, το πρωτόκολλο αποµένει και πάλι µε έναν µοναδικό αρχηγό,
υ, και όλοι οι υπόλοιποι πράκτορες είναι στην q0, επαναλαµβάνοντας την ίδια
γενική λειτουργία που µόλις περιγράψαµε.

΄Εστω u, υ, w τρις πράκτορες για τους οποίους (u, υ), (υ, w) ∈ E ′ (δηλαδή,
αυτές οι ακµές είναι αρχικά στην κατάσταση 1). ΄Οπως είπαµε, το πρωτόκολλο
τελικά (λόγω της συνθήκης δικαιοσύνης) ϑα επιλέξει κάποιο µονοπάτι uυw
και ϑα αναθέσει την κατάσταση 1 στην (u,w). Επίσης, είδαµε ότι το E ′

διατηρείται, συνεπώς το TranClos τελικά κατασκευάζει ένα σύνολο E1 που
περιλαµβάνει το E ′ και που για κάθε (u, υ), (υ, u) ∈ E ′ ισχύει (u,w) ∈ E1.
Το E1 είναι η µεταβατική επέκταση του E ′. ΄Οµως, το πρωτόκολλο συνεχίζει
να λειτουργεί και επιδρά πάνω στο E1 ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο όπως και στο
E ′, καθώς τελικά η νέα του ‘‘είσοδος’’ είναι το E1, παράγοντας ένα νέο σύνολο
E2, που είναι η µεταβατική επέκταση του E1 κ.ο.κ. µέχρι να κατασκευάσει
µία σχέση E∗ που δεν µπορεί να επεκταθεί περαιτέρω. ΄Οταν συµβεί αυτό
το πρωτόκολλο ϑα έχει ϕτάσει σε µία διαµόρφωση σταθερής-εξόδου ακµών,
αφού από εδώ και στο εξής καµία ακµή δεν µπορεί να αλλάξει την κατάστασή
της και συνεπώς ούτε και την τιµή εξόδου της. Προφανώς, η E∗, δηλαδή το
τελικό σύνολο εξόδου που αποτελείται από όλες τις ακµές στην κατάσταση 1,
είναι η µεταβατική ϑήκη του E ′ και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί.

Ακµές Ελαχίστου Κόστους

Στην Ενότητα 4.2.2 παρουσιάσαµε το Πρόβληµα 1 το οποίο αφορούσε στην
κατασκευή ενός πρωτοκόλλου ϐελτιστοποίησης το οποίο ϑα ϐρίσκει τις ακµές
ελαχίστου κόστους ενός µη-κατευθυνόµενου γραφήµατος. Εδώ ορίζουµε έ-
να τέτοιο πρωτόκολλο, ονόµατι MinEdges, και αποδεικνύουµε την ορθότητά
του.

MinEdges
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• X = Y = {0, 1},
• Q = K ∪ {q0}, S = {0, 1},
• I(x) = q0, για κάθε x ∈ X,

• ι(x) = 0, για κάθε x ∈ X, ω(s) = s, για κάθε s ∈ S,
• r: ‘‘Συνέλλεξε κάθε e ∈ E για την οποία ισχύει ω(se) = 1’’,

• δ:

(q0, q0, c, d)→ (c, c, 1)

(ci, cj, c, d)→ (c, c, 1), εάν c ≤ min{ci, cj}
→ (min{ci, cj},min{ci, cj}, 0), εάν c > min{ci, cj}

(ci, q0, c, d)→ (c, c, 1), εάν c ≤ ci

→ (ci, ci, 0), εάν c > ci

Θεώρηµα 10. Το πρωτόκολλοMinEdges είναι ένα πρωτόκολλο ϐελτιστοποί-
ησης για το πρόβληµα εύρεσης των ακµών ελαχίστου κόστους.

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε ότι το σύστηµα ϕτάνει σε µία r-σταθερή δια-
µόρφωση δικτύου C, όπου εάν Eout είναι το υποσύνολο του E που προσδιο-
ϱίζεται απ’ την οδηγία r, τότε έχουµε e ∈ Eout εάν και µόνον εάν c(e) = copt,
όπου copt = mine∈E{c(e)}.

Οι κανόνες της δ σε συνδυασµό µε τη συνθήκη διακαιοσύνης εξασφα-
λίζουν ότι κάθε πράκτορας ϑα πάρει τελικά το copt (ένα µικρότερο κόστος
πάντοτε αντικαθιστά το τρέχον κόστος ενός πράκτορα). Τη στιγµή αυτή το
σύστηµα ϑα έχει περάσει σε µία διαµόρφωση σταθερής-εξόδου πρακτόρων,
αφού δεν ϑα υπάρχει κόστος µικρότερο απ’ το copt ούτως ώστε να να το αν-
τικαταστήσει (το copt είναι το µικρότερο δυνατό). Από εδώ και στο εξής, µετά
από κάθε αλληλεπίδραση (u, υ), όπου e = {u, υ}

1. Eout ← Eout∪{e}, εάν το κόστος κανενός πράκτορα δεν είναι µικρότερο
από το c(e) (δηλαδή, αυτό ισχύει στην περίπτωση που c(e) = copt),

2. Eout ← Eout − {e}, διαφορετικά.

Προκύπτει, εποµένως, ότι το σύστηµα τελικά ϑα ϐρεθεί σε κάποια δια-
µόρφωση C, όπου e ∈ Eout ϑα συνεπάγεται ότι c(e) = copt ενώ e /∈ Eout ότι
c(e) > copt. Μόλις συµβεί αυτό, καµία ακµή δε ϑα είναι πλέον σε ϑέση να µπει
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ή να ϐγει απ’ το Eout, και αφού το Eout είναι το σύνολο που προσδιορίζεται απ’
την οδηγία r, η C ϑα είναι µία r-σταθερή διαµόρφωση. ΄Ετσι, το MinEdges
πράγµατι είναι ένα πρωτόκολλο ϐελτιστοποίησης για το Πρόβληµα 1.

Συντοµότερο Μονοπάτι Ρίζας-Φύλλων

Τώρα ϑα παρουσιάσουµε ένα πρωτόκολλο ϐελτιστοποίησης, ονόµατι SRLpath,
για το πρόβληµα της εύρεσης του συντοµότερου µονοπατιού που συνδέει τη
ϱίζα ενός έξω-κατευθυνόµενου δέντρου (κατευθυνόµενο arborescence, στο ο-
ποίο όλες οι ακµές κατευθύνονται από τον πατέρα στα παιδιά του και ποτέ το
αντίστροφο) µε κάποιο από τα ϕύλλα του. Τυπικά, το πρόβληµα ορίζεται ως
εξής :

Πρόβληµα 4. ∆οθέντος ότι ο γράφος επικοινωνίας G = (V,E) είναι ένα έξω-
κατευθυνόµενο δέντρο και δοθείσσας µίας χρήσιµης συνάρτηση κόστους c :
E → K πάνω στο σύνολο των ακµών, να σχεδιαστεί ένα πρωτόκολλο που ϑα
ϐρίσκει το µονοπάτι ελαχίστου κόστους απ’ το µη-κενό σύνολο P = {p | το p
είναι ένα µονοπάτι από τη ϱίζα προς ένα ϕύλλο και c(p) = O(1)}, όπου c(p)
είναι µία συντοµογραφία του

∑
e∈p c(e).

Υποθέτουµε ότι η µέγιστη τιµή που µπορεί να αποθηκεύσει κάθε πρά-
κτορας είναι kcmax, όπου τόσο το k όσο και το cmax = maxe∈E{c(e)}, είναι
σταθερά και ανεξάρτητα του µεγέθους του πληθυσµού (|V | = n), δοθείσας
µίας συνάρτησης κόστους c : E → K που παίρνει µη-αρνητικές ακέραιες
τιµές.

Εάν υπάρχει τουλάχιστον ένα µονοπάτι p τ.ώ. c(p) =
∑

e∈p c(e) < kcmax,
τότε το SRLpath ϑα σταθεροποιηθεί τελικά επιστρέφοντας το συντοµότερο τέ-
τοιο µονοπάτι, διαφορετικά απλώς ϑα επιστρέψει οποιοδήποτε µονοπάτι (από
τη ϱίζα ως τα ϕύλλα), χωρίς να εξασφαλίζει ότι είναι το συντοµότερο δυνατό,
αλλά στην περίπτωση αυτή η τιµή εξόδου της ϱίζας ϑα είναι 0 υποδεικνύοντας
την αδυναµία του πρωτοκόλλου να ϐρει το συντοµότερο µονοπάτι.

SRLpath

• X = {0, 1},
• Y = {0, 1} ∪Q,

• Q = {q0, qs} ∪ {(i, j) | i ∈ {q1, q2, q3, qs} και j ∈ {0, 1, 2, . . . , kcmax},
• I(x) = q0, για κάθε x ∈ X,

• O(q1, kcmax) = 0, O(q) = q, για κάθε q ∈ Q− {(q1, kcmax)},
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• S = {0, 1},
• ι(x) = 0, για κάθε x ∈ X,

• ω(s) = s, για κάθε s ∈ S,
• r: ‘‘Εάν η ϱίζα δώσει ως έξοδο 0, απόρριψε, διαφορετικά ξεκινώντας από

τη ϱίζα ακολούθησε κάθε ακµή µε έξοδο 1, µέχρι να ϕτάσεις σε κάποιο
ϕύλλο’’,

• δ:

(q0, q0, c, 0)→ ((q1, c), q0, 1)

(q0, (q1, c1), c, 0)→ ((q1, kcmax), (q1, c1), 1), εάν c1 + c > kcmax

→ ((q1, c1 + c), (q1, c1), 1), διαφορετικά
((q1, c1), (q1, c2), c, 1)→ ((q1, kcmax), (q1, c2), 1), εάν c2 + c > kcmax

→ ((q1, c2 + c), (q1, c2), 1), διαφορετικά
((q1, c1), (q1, c2), c, 0)→ ((q2, c2 + c), (qs, c2), 1), εάν c2 + c < c1

((q2, c1), (qi, c2), c, 1)→ ((q3, c1), (qi, c2), 0), για i ∈ {1, 2, 3}
((q3, c1), (qs, c2), c, 1)→ ((q1, c1), (q1, c2), 1)

((q1, c1), q0, c, 0)→ ((q2, c), qs, 1), εάν c < c1

((q2, c1), q0, c, 1)→ ((q3, c1), q0, 0)

((q3, c1), qs, c, 1)→ ((q1, c1), q0, 1)

Θεώρηµα 11. Εάν υπάρχει τουλάχιστον ένα µονοπάτι p από τη ϱίζα ως τα
ϕύλλα, όπου c(p) < kcmax, τότε το SRLpath είναι ένα πρωτόκολλο ϐελτιστο-
ποίησης για το Πρόβληµα 4. ∆ιαφορετικά, η ϱίζα δίνει ως έξοδο την τιµή 0
υποδεικνύοντας ότι δεν υπάρχει τέτοιο µονοπάτι.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι µε επαγωγή στο πλήθος των κόµβων του κατευθυ-
νόµενου arborescence T . ΄Εστω Ti = {T | το T είναι ένα κατευθυνόµενο arbo-
rescence µε i κόµβους}, δηλαδή, η οικογένεια όλων των έξω-κατευθυνόµενων
δέντρων που αποτελούνται από i κόµβους. Υπάρχει µόνο ένα δέντρο στην
T1, το ίδιο και στην T2, όπου το µοναδικό της δέντρο αποτελείται από δύο
µόνο κόµβους συνδεδεµένους µε µία κατευθυνόµενη ακµή. Προφανώς, το
SRLpath πάντα ϐρίσκει το συντοµότερο µονοπάτι ϱίζας-ϕύλλων σε κάθε κα-
τευθυνόµενο arborescence µε το πολύ 2 κόµβους, κατά τετριµµένο τρόπο.
΄Εστω ότι για κάθε κατευθυνόµενο arborescence µε το πολύ n κόµβους, το
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SRLpath πάντοτε ϐρίσκει το συντοµότερο µονοπάτι ϱίζας-ϕύλλων. ΄Εστω Tn+1

οποιοδήποτε κατευθυνόµενο arborescence µε (n + 1) κόµβους. Αγνοώντας
τη ϱίζα του Tn+1 και τις εξερχόµενες από αυτήν ακµές, παίρνουµε τουλάχι-
στον ένα ή περισσότερα έξω-κατευθυνόµενα δέντρα µε το πολύ n κόµβους.
Σε κάθε τέτοιο υποδέντρο γνωρίζουµε λόγω της επαγωγικής υπόθεσης ότι το
SRLpath πάντοτε ϐρίσκει το συντοµότερο µονοπάτι ϱίζας-ϕύλλων. Επιπρό-
σθετα, εύκολα µπορεί να δει κανείς ότι το πρωτόκολλο πάντοτε κρατάει στη
ϱίζα του δέντρου το κόστος του επιλεγµένου µονοπατιού ϱίζας-ϕύλλων. ΄Εστω
u η ϱίζα που αφαιρέσαµε και υj, όπου j = {1, 2, . . . , t}, τα t παιδιά της. Κά-
ϑε παιδί υj ϑα έχει τελικά µαρκάρει το συντοµότερο µονοπάτι ϱίζας-ϕύλλων
στο υποδέντρο του οποίου είναι ϱίζα και εποµένως τελικά η ϱίζα ϑα περιέχει
στην κατάστασή της το κόστος αυτού του µονοπατιού, c(pj). Συνεπώς, τελικά
ο u ϑα επιλέξει το παιδί του arg minυj

{c(pj) + c(u, υj)} (ή κάποιο απ’ αυτά
αν είναι πολλά), το οποίο ϑα είναι το συντοµότερο µονοπάτι ϱίζας-ϕύλλων
του Tn+1. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι εάν minυj

{c(pj) + c(u, υj)} < kcmax,
τότε τουλάχιστον ένα τέτοιο µονοπάτι µπορεί να επιλεγεί από τη ϱίζα (τελικά
ϑα επιλεγεί το συντοµότερο) και ως εκ τούτου σε αυτή την περίπτωση δεν
πρόκειται να πάρουµε έξοδο 0 απ’ τη ϱίζα. Από την άλλη, αν δεν υπάρχει
τέτοιο µονοπάτι, τότε minυj

{c(pj) + c(u, υj)} ≥ kcmax και ο u µπορεί να α-
ποθηκεύσει µέχρι την τιµή kcmax, πράγµα το οποίο τελικά ϑα κάνει και σε
συνδυασµό µε την κατάσταση q1 (αφού O(q1, kcmax) = 0) ϑα δίνει πάντοτε
έξοδο 0, υποδεικνύοντας ότι δεν υπάρχει τέτοιο µονοπάτι.

4.2.4 Προσεγγιστικά Πρωτόκολλα

Μία ακόµα ενδιαφέρουσα ιδιότητα του µοντέλου των πρωτοκόλλων πληθυ-
σµών µε διαµεσολαβητή είναι ότι µας επιτρέπουν να ορίσουµε αυτά που ϑα
αποκαλούµε προσεγγιστικά πρωτόκολλα. ΄Ατυπα, αυτά είναι πρωτόκολλα
που σταθεροποιούνται πάντοτε σε µία αποδεκτή λύση για ένα πρόβληµα ϐελ-
τιστοποίησης που αφορά κάποια οικογένεια γράφων επικοινωνίας που είναι
αποδεδειγµένα ‘‘κοντά’’ στην ϐέλτιστη λύση, όπου το κοντά αναφέρεται στο
συνολικό κόστος (κέρδος) ή τον συνολικό πληθάριθµο της λύσης.

Τυπικά, ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης, Π αποτελείται από:

• ΄Ενα σύνολο στιγµιοτύπων, DΠ

• Κάθε στιγµιότυπο I ∈ DΠ έχει ένα σύνολο αποδεκτών λύσεων, SΠ(I).
Επιπλέον, υπάρχει ένας αλγόριθµος πολυωνυµικού χρόνου που, δο-
ϑέντος ενός Ϲεύγους (I, s), αποφασίζει εάν s ∈ SΠ(I).

• Υπάρχει µία υπολογίσιµη σε πολυωνυµικό χρόνο αντικειµενική συνάρ-
τηση fΠ, η οποία αναθέτει ένα µη-αρνητικό ϱητό αριθµό σε κάθε Ϲεύγος
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(I, s), όπου I είναι ένα στιγµιότυπο του Π και s είναι µία αποδεκτή λύ-
ση για το I (συνήθως η αντικειµενική συνάρτηση έχει ένα αντίστοιχο
ϕυσικό νόηµα όπως κόστος, µήκος, κέρδος, ϐάρος κ.ο.κ.).

• Τέλος, το Π είναι είτε ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης είτε ένα πρόβληµα
µεγιστοποίησης.

Στα ακόλουθα εξετάζουµε µόνο την περίπτωση κατά την οποία το Π είναι
πρόβληµα ελαχιστοποίησης, ενώ οι ορισµοί για προβλήµατα µεγιστοποίησης
είναι ανάλογοι.ς Μία ϐέλτιστη λύση για ένα στιγµιότυπο ενός προβλήµατος
ελαχιστοποίησης είναι µία αποδεκτή λύση που επιτυγχάνει τη µικρότερη δυ-
νατή τιµή για την αντικειµενική συνάρτηση. Θα συµβολίζουµε µε OPT(I)
την τιµή αντικειµενικής συνάρτησης µίας ϐέλτιστης λύσης του στιγµιοτύπου
I (συνήθως, και όταν δεν υπάρχει πιθανότητα να προκληθεί σύγχυση, ϑα
γράφουµε εν συντοµία OPT)

΄Εστω Π ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης και έστω κ ένας ϑετικός ακέραιος
αριθµός, κ ≥ 1. ΄Ενα πρωτόκολλο A ϑα λέµε ότι είναι ένα κ-προσεγγιστικό
πρωτόκολλο για το Π εάν για κάθε στιγµιότυπο του Π και κάθε δίκαιη εκτέ-
λεση του A στο I, το δίκτυο ϕτάνει τελικά σε µία r-σταθερή διαµόρφωση C,
η οποία εάν ερµηνευτεί σύµφωνα µε την οδηγία εξόδου r του A δίνει µία
αποδεκτή λύση s για το I τ.ώ.

fΠ(I, s) ≤ κ · OPT(I)

Ας ϑεωρήσουµε το ευρέως διαδεδοµένο πρόβληµα του καλύµµατος κορυ-
ϕών ελαχίστου πληθαρίθµου (minimum cardinality vertex cover):

Πρόβληµα 5 (Ελάχιστο Κάλυµµα Κορυφών). ∆οθέντος ενός µη-κατευθυνόµενου
γράφου επικοινωνίαςG = (V,E), να ϐρεθεί ένα κάλυµµα κορυφών ελαχίστου
πληθαρίθµου, δηλαδή, ένα σύνολο V ′ ⊆ V τ.ώ. κάθε ακµή e ∈ E έχει τουλά-
χιστον ένα άκρο στο V ′.

΄Οπως ϑα δούµε στη συνέχεια, η κλάση των προβληµάτων που επιδέχον-
ται διαµεσολαβητή είναι ακόµα ανοικτή και δεν γνωρίζουµε εάν το παραπάνω
πρόβληµα επιδέχεται διαµεσολαβητή, παρότι εικάζουµε ότι δεν επιδέχεται.
Αν η υπόθεση αυτή ισχύει τότε το καλύτερο για το οποίο µπορούµε να ελπί-
Ϲουµε είναι ένα προσεγγιστικό πρωτόκολλο για το πρόβληµα αυτό. Το ευχά-
ϱιστο είναι ότι υπάρχει ένα προσεγγιστικό πρωτόκολλο το οποίο εγγυάται ότι
στην χειρότερη περίπτωση ϑα επιστρέψει ένα κάλυµµα κορυφών µε διπλάσιο
πληθάριθµο απ’ το ϐέλτιστο.

Στο Θεώρηµα 8 αποδείξαµε ότι το πρωτόκολλοMaximalMatching επιδέ-
χεται διαµεσολαβητή. Ας ϑεωρήσουµε ένα πρωτόκολλο, ονόµατι V erteCover
το οποίο συµφωνεί σε όλα µε τοMaximalMatching εκτός από την οδηγία r η
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οποία τώρα είναι r: ‘‘Συνέλλεξε κάθε υ ∈ V για τον οποίο ισχύει O(qυ) = 1’’,
όπου qυ είναι η κατάσταση του πράκτορα υ. ∆ιαισθητικά, πλέον συλλέγουµε
όλους τους πράκτορες που πρόσκεινται σε κάποια ακµή του µεγιστοτικού
ταιριάσµατος, µε άλλα λόγια το πρωτόκολλο δίνει ως έξοδο τους κόµβους των
ακµών του ταιριάσµατος. Παραθέτουµε το πρωτόκολλο V ertexCover για να
διευκολύνουµε τη συζήτηση:

VertexCover

• X = {0}, Y = {0, 1},
• Q = {q0, q1}, S = {0, 1},
• I(0) = q0,

• ι(0) = 0, ω(0) = 0, ω(1) = 1,

• r: ‘‘Συνέλλεξε κάθε υ ∈ V για τον οποίο ισχύει O(qυ) = 1’’,

• δ:

(q0, q0, 0)→ (q1, q1, 1)

Θεώρηµα 12. Το πρωτόκολλο V ertexCover είναι ένα 2-προσεγγιστικό πρω-
τόκολλο για το πρόβληµα του καλύµµατος κορυφών ελαχίστου πληθαρίθµου.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 8 οι τελικές ακµές που δίνει ως έξοδο το
πρωτόκολλο, έστω M το σύνολό τους, αποτελούν ένα µεγιστοτικό ταίριασµα
του G. Εποµένως, το σύνολο των άκρων τους, έστω R, είναι ένα κάλυµµα
κορυφών, γιατί εάν υπάρχει έστω και µία ακµή e που δεν καλύπτεται απ’ το
R, τότε η ακµή αυτή ϑα µπορούσε µπει στο M , αφού δεν συγκρούεται µε
καµία άλλη ακµή τουM . ΄Οµως τότε τοM δεν ϑα ήταν µεγιστοτικό, αφού ϑα
υπήρχε κάποια ακµή που ενώ µπορούσε να εισαχθεί στο M , το πρωτόκολλο
δεν την εισήγαγε. ΄Αρα, το R είναι κάλυµµα κορυφών και έστω ALG = |R|.
Επιπρόσθετα, πάντοτε ισχύει |M | ≤ OPT (για κάθε M και για κάθε OPT),
αφού οποιοδήποτε κάλυµµα κορυφών ϑα πρέπει να καλύπτει τουλάχιστον
µία ϕορά κάθε ακµή οποιουδήποτε ταιριάσµατος του γραφήµατος (αφού κα-
µία ακµή ενός ταιριάσµατος δεν έχει κοινό άκρο µε καµία άλλη ακµή του
ίδιου ταιριάσµατος) και ισχύει ALG = 2|M |, αφού για κάθε ακµή του M το
V ertexCover δίνει ως έξοδο δύο κορυφές. ΄Αρα, τελικά ALG ≤ 2OPT και
συνεπώς το V ertexCover είναι ένα 2-προσεγγιστικό πρωτόκολλο για το πρό-
ϐληµα του καλύµµατος κορυφών ελαχίστου πληθαρίθµου. (Η ανάλυση εδώ
είναι απ’ το εισαγωγικό κεφάλαιο του [21]).
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Κεφάλαιο 5

Υπολογιστική Ισχύς του MPP

‘‘E pur si muove!’’

Galileo (legend)

5.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε το ϐασικό Θεώρηµα
της παρούσας εργασίας, το οποίο σε γενικές γραµµές δείχνει ότι το µοντέλο
των πρωτοκόλλων πληθυσµών µε διαµεσολαβητή είναι ένα ισχυρότερο υπο-
λογιστικό µοντέλο από το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών. ∆υστυχώς,
δεν είµαστε ακόµα σε ϑέση να πούµε πόσο ισχυρότερο είναι το νέο µοντέλο
και η ποσοτικοποίηση αυτού του ερωτήµατος είναι ο ϐασικός µελλοντικός
ερευνητικός µας στόχος.

Για να δείξουµε το αποτέλεσµα αυτό ϑα χρειαστούµε µία παραλλαγή του
µοντέλου των πρωτοκόλλων πληθυσµών στην οποία οι είσοδοι µπορούν να
µεταβάλλονται, αλλά σε πεπερασµένο χρονικό διάστηµα πρέπει να σταθερο-
ποιούνται σε κάποια τελική ανάθεση εισόδου. Το µοντέλο αυτό ονοµάζεται
µοντέλο πρωτοκόλλων πληθυσµών µε σταθεροποιούµενες εισόδους και προ-
τάθηκε στο [2].

5.2 Σταθεροποιούµενες Είσοδοι

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένα πεπερασµένο σύνολο συµβόλων εισόδου X
(κατά τα γνωστά) και ότι κάθε πράκτορας έχει µία ξεχωριστή ϑύρα εισόδου
στην οποία γίνεται διαθέσιµο το τρέχον σύµβολο εισόδου σε κάθε ϐήµα του
υπολογισµού. Υποθέτουµε ότι µεταξύ δύο υπολογιστικών ϐηµάτων (µεταξύ,
δηλαδή, δύο διαδοχικών επιλογών του δροµολογητή) οι είσοδοι οποιουδήποτε
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υποσυνόλου των πρακτόρων µπορεί να τροποποιηθούν αυθαίρετα (ϕυσικά, µε
νέα σύµβολα απ’ το X).

Τυπικά, τροποποιούµε τη συνάρτηση µετάβασης, έτσι ώστε να είναι πλέον
της µορφής δ : (Q × X) × (Q × X) → Q × Q. ∆ηλαδή, όταν δύο πρά-
κτορες u, υ επιλεχθούν προς αλληλεπίδραση µέσω της ακµής (u, υ), αν qu
είναι η τρέχουσα κατάσταση και σu το τρέχον σύµβολο εισόδου του u και
qυ είναι η τρέχουσα κατάσταση και συ το τρέχον σύµβολο εισόδου του υ και
αν δ((qu, σu), (qυ, συ)) = (q′u, q

′
υ), τότε µετά την αλληλεπίδραση ο u µεταβαί-

νει στην κατάσταση q′u, ο υ στην q′υ και τα σύµβολα εισόδου και των δύο
παραµένουν αµετάβλητα. Παρ’ όλα αυτά, ϑεωρούµε ότι τα σύµβολα εισό-
δου παραµένουν αµετάβλητα µόνον λόγω της αλληλεπίδρασης καθώς µπορεί
τελικά να µεταβληθούν αρκετές ϕορές µέχρι την επόµενη επιλογή του δρο-
µολογητή, αλλά για λόγους ανεξάρτητους της λειτουργίας του πρωτοκόλλου
(π.χ. γιατί οι πράκτορες παρατηρούν (µέσω των αισθητήρων τους) δεδοµένα
που µεταβάλλονται χρονικά, αλλά που κάποια στιγµή σταθεροποιούνται). Ε-
δώ µία διαµόρφωση C είναι µία συνάρτηση C : V → Q × X που καθορίζει
την κατάσταση και την είσοδο κάθε πράκτορα του πληθυσµού, ενώ κατά τα
γνωστά, αν C(u) = (q, σ), τότε π1(C(u)) = q και π2(C(u)) = σ (δεν χρησιµο-
ποιούµε τα C1 και C2 γιατί έτσι δυσχεραίνεται η αρίθµηση των διαµορφώσεων
του υπολογισµού). Υποθέτουµε ότι αρχικά κάθε πράκτορας ϐρίσκεται σε µία
αρχική κατάσταση (ίδια για όλους) και οι είσοδοι είναι αυθαίρετες. Η έξοδος
µίας διαµόρφωσης C συµβολίζεται ως yC είναι µία συνάρτηση yC : V → Y ,
όπου yC(u) = O(π1(C(u))), για κάθε u ∈ V , δηλαδή, προκύπτει εφαρµόζον-
τας την συνάρτηση εξόδου στις συνιστώσες κατάστασης των πρακτόρων κατά
τη διαµόρφωση C.

Τώρα πρέπει να δώσουµε ένα νέο ορισµό για τη σχέση ‘‘µπορεί να πάει
σε ένα ϐήµα στην’’ πάνω στο σύνολο C των διαµορφώσεων. ΄Εστω δύο δια-
µορφώσεις C και C ′ (όχι απαραίτητα διαφορετικές) και έστω u, υ ∈ V µε
u 6= υ. Λέµε ότι η C πηγαίνει στην C ′ µέσω της συνάντησης e = (u, υ) και
συµβολίζουµε µε C e→ C ′, εάν

π1(C
′(u)) = δ1(C(u), C(υ)),

π1(C
′(υ)) = δ2(C(u), C(υ)), και

π1(C
′(w)) = π1(C(w)), για κάθε w ∈ V − {u, υ}.

Εποµένως, οι καταστάσεις των u και υ στην C ′ έχουν ανανεωθεί ϐάσει της δ
χρησιµοποιώντας τις καταστάσεις και τις εισόδους των u και υ στην C, ενώ η
κατάσταση κάθε άλλου πράκτορα w παραµένει αµετάβλητη από την C στην
C ′. Λέµε ότι η C µπορεί να πάει στην C ′ σε ένα ϐήµα και συµβολίζουµε µε
C → C ′, αν C e→ C ′ για κάποια συνάντηση e ∈ E.

Οι εκτελέσεις ορίζεται όπως και προηγουµένως, ωστόσο ϑα πρέπει να δια-
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χωρίσουµε µε κάποιον τρόπο τις εκτελέσεις εκείνες στις οποίες οι είσοδοι
σταθεροποιούνται. Λέµε ότι µία εκτέλεση C0, C1, C2, . . . έχει σταθεροποιού-
µενες εισόδους εάν υπάρχει κάποιο πεπερασµένο ϐήµα k µετά το οποίο η
είσοδος κάθε πράκτορα παύει να αλλάζει. Εποµένως, υπάρχει µία τελική
ανάθεση εισόδου x : V → X τ.ώ. x(u) = π2(Ct(u)) για κάθε u ∈ V και κάθε
t ≥ k. Μία εκτέλεση έχει αµετάβλητες εισόδους εάν για κάθε u ∈ V η είσοδος
του u δεν αλλάζει ποτέ, δηλαδή, αν k = 0 (όλες οι είσοδοι σταθεροποιούνται
στο µηδενικό ϐήµα). Παρατηρούµε, εποµένως, ότι οι αµετάβλητες είσοδοι
είναι µία ειδική περίπτωση των σταθεροποιούµενων εισόδων.

Μία εκτέλεση µε σταθεροποιούµενες εισόδους είναι δίκαιη εάν για κάθε
διαµόρφωση C που εµφανίζεται άπειρο αριθµό ϕορών στην εκτέλεση και
κάθε διαµόρφωση C ′ τ.ώ. η ανάθεση εισόδου κατά την C ′ είναι η ίδια µε την
ανάθεση εισόδου κατά την C και C → C ′, η C ′ εµφανίζεται επίσης άπειρο
αριθµό ϕορών στην εκτέλεση. Τέλος, ένας υπολογισµός είναι (όπως και πριν)
µία δίκαιη εκτέλεση.

Επιπρόσθετα, στο [2] ορίζονται οι ιδιότητες γράφων µε ταµπέλες. Εδώ
ϑεωρούµε γράφους, στους οποίους οι κόµβοι έχουν το σύµβολο εισόδου τους
ως ταµπέλα. Μία ιδιότητα γράφου µε ταµπέλες P είναι µία αντιστοιχία από
Ϲεύγη (G, x) στο {0, 1}, όπου G είναι ένας γράφος επικοινωνίας και x είναι
µία ανάθεση εισόδου για τον G. ΄Ενα πρωτόκολλο A υπολογίζει σταθερά
την ιδιότητα γράφου µε ταµπέλα P µε σταθεροποιούµενες εισόδους στην
οικογένεια γράφων G εάν για κάθεG ∈ G και κάθε ανάθεση εισόδου x στονG,
κάθε υπολογισµός τουA στονG που ξεκινάει απ’ την αρχική διαµόρφωση και
έχει εισόδους που σταθεροποιούνται σε µία τελική ανάθεση x σταθεροποιείται
στην έξοδο P (G, x) (όλοι οι πράκτορες συµφωνούν τελικά ως προς τη σωστή
έξοδο). Από εδώ και στο εξής ϑα αναφερόµαστε στις ιδιότητες γράφων µε
ταµπέλες, ως κατηγορήµατα. ΄Ενα κατηγόρηµα είναι σταθερά υπολογίσιµο
µε σταθεροποιούµενες εισόδους εάν υπάρχει πρωτόκολλο που το υπολογίζει
σταθερά µε σταθεροποιούµενες εισόδους.

Ορισµός 16. Η µη-περιορισµένη οικογένεια γράφων επικοινωνίας περιέχει
όλους τους δυνατούς συνεκτικούς κατευθυνόµενους γράφους επικοινωνίας και
συµβολίζεται µε Gd

Unr.

Ακολουθούν ορισµένα πολύ σηµαντικά αποτελέσµατα που αφορούν στο
µοντέλο των σταθεροποιούµενων εισόδων, τα οποία παραθέτουµε χωρίς από-
δειξη (τα τρία πρώτα είναι από το [2] ενώ το τέταρτο από το [6]).

Θεώρηµα 13. Κάθε ηµιγραµµικό κατηγόρηµα (Presburger καθορίσιµο κατη-
γόρηµα) είναι σταθερά υπολογίσιµο µε σταθεροποιούµενες εισόδους στην Gd

All.

Θεώρηµα 14. Για κάθε πρωτόκολλο A υπάρχει ένα πρωτόκολλο B τ.ώ. για
κάθε n, εάν το A υπολογίζει σταθερά ένα κατηγόρηµα p µε σταθεροποιούµενες
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εισόδους στονG ∈ Gd
All, όπου |V (G)| = n καιG′ ∈ Gd

Unr όπου επίσης |V (G′)| =
n, τότε το B υπολογίζει σταθερά το p µε σταθεροποιούµενες εισόδους στον G′.

Πόρισµα 9. Τα ηµιγραµµικά κατηγορήµατα είναι σταθερά υπολογίσιµα µε
σταθεροποιούµενες εισόδους στην Gd

Unr.

Θεώρηµα 15. Τα κατηγορήµατα που είναι σταθερά υπολογίσιµα απ’ το µοντέ-
λο των πρωτοκόλλων πληθυσµών µε σταθεροποιούµενες εισόδους είναι ακρι-
ϐώς τα ηµιγραµµικά κατηγορήµατα.

Το τελευταίο αποτέλεσµα δείχνει ότι το µοντέλο των σταθεροποιούµενων
εισόδων είναι ισοδύναµο µε το κλασικό µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών
(µε αµετάβλητες εισόδους). Και τα δύο µοντέλα µπορούν να υπολογίζουν µόνο
ηµιγραµµικά κατηγορήµατα γεγονός που συνεπάγεται ότι κάθε πρωτόκολλο
µε αµετάβλητες εισόδους µπορεί να µετατραπεί σε ένα ισοδύναµο πρωτόκολ-
λο µε σταθεροποιούµενες εισόδους (αξίζει να σηµειώσουµε ότι µια γενική
διαδικασία µετατροπής ενός πρωτοκόλλου µε αµετάβλητες εισόδους σε ένα ι-
σοδύναµο µε σταθεροποιούµενες εισόδους, αν υπάρχει, ϑα είχε µεγάλη αξία,
αλλά µέχρι τώρα δεν έχει προταθεί καµία στη σχετική ϐιβλιογραφία).

5.3 Υπολογισιµότητα στο Μοντέλο MPP

Τώρα είµαστε έτοιµοι να ερευνήσουµε ορισµένες πτυχές της υπολογιστικής
ισχύς του µοντέλου των πρωτοκόλλων πληθυσµών µε διαµεσολαβητή.

5.3.1 Το MPP είναι Ισχυρότερο

Θα ξεκινήσουµε αποδεικνύοντας ένα πολύ σηµαντικό αποτέλεσµα σχετικά
µε το νέο µοντέλο. Το αποτέλεσµα αυτό δείχνει ότι το µοντέλο των πρωτο-
κόλλων πληθυσµών µε διαµεσολαβητή είναι ισχυρότερο από το µοντέλο των
πρωτοκόλλων πληθυσµών ως προς την κλάση των κατηγορηµάτων που τα δύο
µοντέλα υπολογίζουν σταθερά. Η γενική ιδέα είναι η εξής : το µοντέλο των
πρωτοκόλλων πληθυσµών είναι ειδική περίπτωση του µοντέλου µε διαµεσο-
λαβητή, άρα το νέο µοντέλο είναι τουλάχιστον όσο ισχυρό είναι και το µοντέλο
των πρωτοκόλλων πληθυσµών. Υπάρχει ένα κατηγόρηµα το οποίο επιδέχεται
διαµεσολαβητή αλλά δεν είναι ηµιγραµµικό, άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα
κατηγόρηµα το οποίο είναι σταθερά υπολογίσιµο από το νέο µοντέλο αλλά
όχι από το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών.

Ορισµός 17. Το MPP µοντέλο µε τον επιπρόσθετο περιορισµό ότι τρέχει στην
όλων-των-Ϲευγών οικογένεια κατευθυνόµενων γράφων επικοινωνίας (Gd

All), ϑα
καλείται ϐασικό MPP µοντέλο.
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Θυµίζουµε ότι παρόµοιος είναι ο ορισµός του ϐασικού µοντέλου των πρω-
τοκόλλων πληθυσµών.

Ορισµός 18. Λέµε ότι ένα κατηγόρηµα επιδέχεται διαµεσολαβητή ισχυρά,
εάν επιδέχεται διαµεσολαβητή και επιπλέον ισχύει η παραδοχή εξόδου κα-
τηγορηµάτων, δηλαδή, όλοι οι πράκτορες τελικά συµφωνούν στην ορθή τιµή
εξόδου.

Εποµένως, εάν απλώς πούµε ότι ένα κατηγόρηµα επιδέχεται διαµεσολα-
ϐητή δεν είναι ξεκάθαρο εάν όλοι οι πράκτορες συµφωνούν στην ορθή τιµή
εξόδου. Από την άλλη µεριά, όταν λέµε ότι ένα κατηγόρηµα είναι σταθερά
υπολογίσιµο ϑα εννοούµε πάντα ότι είναι σταθερά υπολογίσιµο από το µοντέ-
λο των πρωτοκόλλων πληθυσµών µε την παραδοχή εξόδου κατηγορηµάτων,
δηλαδή όλοι οι πράκτορες τελικά συµφωνούν στην ίδια ορθή τιµή.

Θεώρηµα 16. Το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών είναι ειδική περί-
πτωση του µοντέλου των πρωτοκόλλων πληθυσµών µε διαµεσολαβητή.

Απόδειξη. Αγνοώντας όλες τις συναρτήσεις που αφορούν στις ακµές, τις κα-
ταστάσεις των ακµών, τα κόστη των ακµών και την οδηγία εξόδου r, µετα-
τρέπουµε το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών µε διαµεσολαβητή στο
µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών.

΄Ολα τα πορίσµατα που ακολουθούν είναι άµεσα επακόλουθα του Θεωρή-
µατος 16, αφού το ϑεώρηµα δείχνει ότι το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυ-
σµών µπορεί να προσωµοιωθεί από το µοντέλο µε διαµεσολαβητή. Εποµένως,
δεν υπάρχει τίποτα που κάνει το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών και
δεν µπορεί να το κάνει το µοντέλο µε διαµεσολαβητή.

Πόρισµα 10. Κάθε σταθερά υπολογίσιµο κατηγόρηµα επιδέχεται διαµεσολα-
ϐητή ισχυρά.

Πόρισµα 11. Κάθε σταθερά υπολογίσιµο κατηγόρηµα στο ϐασικό µοντέλο των
πρωτοκόλλων πληθυσµών επιδέχεται διαµεσολαβητή ισχυρά στο ϐασικό MPP
µοντέλο.

Πόρισµα 12. Κάθε σταθερά υπολογίσιµο κατηγόρηµα στο µοντέλο των πρωτο-
κόλλων πληθυσµών µε σταθεροποιούµενες εισόδους επιδέχεται διαµεσολαβητή
ισχυρά στην προφανή επέκταση του µοντέλου των πρωτοκόλλων πληθυσµών
µε διαµεσολαβητή έτσι ώστε να έχει σταθεροποιούµενες εισόδους.

Είναι ευρέως γνωστό ότι η Presburger αριθµητική δεν επιτρέπει τον πολ-
λαπλασιασµό µεταβλητών. Επιπλέον, γνωρίζουµε ότι κάθε ηµιγραµµικό κα-
τηγόρηµα µπορεί να περιγραφεί από λογικούς τύπους πρώτης-τάξης της Pre-
sburger αριθµητικής (Θεώρηµα 4) και από το Πόρισµα 8 γνωρίζουµε ότι ένα
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κατηγόρηµα είναι σταθερά υπολογίσιµο στο ϐασικό µοντέλο των πρωτοκόλ-
λων πληθυσµών ανν είναι ηµιγραµµικό. Για να δείξουµε ότι το µοντέλο των
πρωτοκόλλων πληθυσµών µε διαµεσολαβητή είναι ισχυρότερο από το µοντέλο
των πρωτοκόλλων πληθυσµών, ϑα δείξουµε ότι το ϐασικό MPP µοντέλο είναι
ισχυρότερο από το ϐασικό µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών και αφού
σύµφωνα µε το Πόρισµα 11 έχει τουλάχιστον την ίδια υπολογιστική ισχύ µε
το ϐασικό µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών αρκεί να δείξουµε ότι υ-
πάρχει τουλάχιστον ένα µη-ηµιγραµµικό κατηγόρηµα το οποίο επιδέχεται
διαµεσολαβητή ισχυρά στο ϐασικό MPP µοντέλο (γιατί ένα τέτοιο κατηγόρη-
µα είναι γνωστό ότι δεν είναι σταθερά υπολογίσιµο στο ϐασικό µοντέλο των
πρωτοκόλλων πληθυσµών).

Είναι προφανές ότι το κατηγόρηµα ‘‘το πλήθος των c ισούται µε το γινόµε-
νο του πλήθους των a και του πλήθους των b’’ δεν είναι ηµιγραµµικό. Επα-
ναλαµβάνουµε, ότι αυτό ισχύει επειδή ο πολλαπλασιασµός µεταβλητών δεν
µπορεί να περιγραφεί από λογικούς τύπους πρώτης-τάξης της Presburger α-
ϱιθµητικής. ΄Εστω Nq η πολλαπλότητα της κατάστασης q στο πολυσύνολο της
αρχικής διαµόρφωσης (µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε πολυσύνολο χ.β.τ.γ.
διότι ο γράφος επικοινωνίας είναι πλήρης). Τότε, Nc = Na · Nb είναι µία
συντοµογραφία του προαναφερθέντος κατηγορήµατος.

Το πρωτόκολλο πληθυσµού µε διαµεσολαβητή V arProduct που ϑα περι-
γράψουµε ευθύς αµέσως, υπολογίζει σταθερά το κατηγόρηµα Nc = Na · Nb

στην οικογένεια Gd
All.

VarProduct

• X = {a, b, c, 0}, Y = {0, 1},

• Q = {a, ȧ, b, c, c̄, 0}, S = {0, 1},

• I(x) = x, για κάθε x ∈ X, O(a) = O(b) = O(c̄) = O(0) = 1, και
O(c) = O(ȧ) = 0,

• ι(x) = 0, για κάθε x ∈ X,

• r: ‘‘Εάν υπάρχει τουλάχιστον ένας πράκτορας µε τιµή εξόδου 0, απόρρι-
ψε, διαφορετικά, αποδέξου.’’,

• δ:
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(a, b, 0)→ (ȧ, b, 1)

(c, ȧ, 0)→ (c̄, a, 0)

(ȧ, c, 0)→ (a, c̄, 0)

Θεώρηµα 17. Το πρωτόκολλο V arProduct υπολογίζει σταθερά (σύµφωνα µε
τον πιο χαλαρό ορισµό της σταθερής υπολογισιµότητας ϐάσει της οδηγίας r) το
κατηγόρηµα Nc = Na ·Nb στην Gd

All.

Απόδειξη. Πρώτα απ’ όλα, ας παρατηρήσουµε ότι σε κάθε πλήρη κατευθυ-
νόµενο γράφο αλληλεπιδράσεων, το Na ·Nb ισούται µε το πλήθος των κατευ-
ϑυνόµενων ακµών από πράκτορες που είναι αρχικά στην κατάσταση a προς
πράκτορες που είναι αρχικά στην κατάσταση b. Η ϐασική ιδέα είναι ότι ϑα
πρέπει να µαρκάρουµε τόσα c όσο είναι το γινόµενο του αριθµού των a και
των b. Εποµένως, για κάθε a πρέπει να µαρκάρουµε τόσα c όσα είναι τα b.
Στο µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών, η ϐασική δυσκολία για τον υπο-
λογισµό ενός τέτοιου κατηγορήµατος είναι ότι δεν υπάρχει κανένας τρόπος
κάποιος πράκτορς, έστω χ.β.τ.γ. στην κατάσταση a, να µπορεί να ϑυµάται εάν
έχει ήδη µετρήσει κάποιον συγκεκριµένο πράκτορα που είναι στην κατάστα-
ση b (κάθε πράκτορας στην a ϑα έπρεπε να αφήνει τον δικό του προσδιοριστή
σε κάθε πράκτορα που έχει µετρήσει, αλλά αυτό δεν επιτρέπεται για πλη-
ϑαρίθµους της τάξεως του n). Εάν π.χ. Na = Nb = Nc = O(n), τότε είναι
αδύνατον χωρίς µοναδικούς προσδιοριστές κάθε b να µπορεί να ϑυµάται όλα
τα a που το έχουν µετρήσει.

Από την άλλη µεριά, στο µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών µε διαµε-
σολαβητή αυτό µπορεί να γίνει πολύ εύκολα. Είναι εύκολο να παρατηρήσει
κανείς ότι όταν τουλάχιστον ένα εκ των Na, Nb και Nc είναι ίσο µε το µηδέν,
τότε σε όλες αυτές τις περιπτώσεις, εκτός από την περίπτωση που Nc = 0,
Na 6= 0 και Nb 6= 0, δεν µπορεί να συµβεί καµία µετάβαση και η έξοδος είναι
πάντοτε σωστή αν ερµηνευτεί ϐάσει της οδηγίας r. Στην µόνη περίπτωση που
ξεχωρίσαµε, ο πρώτος κανόνας της δ εφαρµόζεται τουλάχιστον µία ϕορά, ενώ
οι άλλοι δύο κανόνες δεν µπορούν να εφαρµοσθούν (αφού το Nc παραµένει
πάντοτε µηδέν) και ως εκ τούτου τουλάχιστον ένας πράκτορας µεταβαίνει στην
ȧ, η οποία δίνει έξοδο 0, χωρίς να µπορεί να ϕύγει από αυτήν. Παρατηρώντας
ότι Na · Nb 6= 0 είναι προφανές ότι σε αυτή την περίπτωση το V arProduct
απαντάει ορθά ‘‘απόρριψη’’.

Η ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι όταν όλα τα Na, Nb και Nc είναι διά-
ϕορα του µηδενός (δηλαδή, αυστηρά ϑετικά, αφού τα Nq είναι εξ’ ορισµού
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µη-αρνητικά). ΄Ολες οι ακµές είναι αρχικά στην κατάσταση 0. Το πρωτόκολ-
λο λειτουργεί ως εξής : ΄Οταν ένας πράκτορας στην a αλληλεπιδρά µε έναν
πράκτορα στην b διαµέσου µίας ακµής που οδηγεί από τον a (τον πράκτορα
µε κατάσταση a) στον b, τότε ο πρώτος µεταβαίνει στην ȧ και η ακµή στην 1.
Η τροποίηση της κατάστασης της ακµής που καθορίζει αυτό το συγκεκριµένο
Ϲεύγος (a, b) είναι ό, τι χρειάζεται να ϑυµάται το πρωτόκολλο ούτως ώστε να
µην προσµετρήσει το ίδιο Ϲεύγος ξανά. ΄Οταν ένας πράκτορας στην κατάσταση
c αλληλεπιδρά µε έναν πράκτορα στην ȧ, τότε ο c µαρκάρεται µεταβαίνοντας
στην c̄ και ο ȧ επιστρέφει στην αρχική του λειτουργία µεταβαίνοντας στην a.
Το κρίσιµη παρατήρηση είναι ότι στην ουσία το πρωτόκολλο προσπαθεί να
µαρκάρει Na · Nb πράκτορες κατάστασης c. Εάν Nc = Na · Nb, τότε ϑα τα
καταφέρει και τελικά κανείς πράκτορας δεν ϑα είναι σε κάποια από τις κατα-
στάσεις ȧ και c και, επιπρόσθετα, κανείς πράκτορας δεν ϑα µπορεί να µεταβεί
µελλοντικά σε κάποια απ’ αυτές τις καταστάσεις. Εποµένως, τελικά το πρω-
τόκολλο απαντάει ορθά ‘‘αποδοχή’’ σε αυτή την περίπτωση. Εάν Nc < Na ·Nb

τότε τελικά τουλάχιστον ένας πράκτορας ϑα παραµείνει για πάντα στην κατά-
σταση ȧ, αφού δεν ϑα υπάρχει κανένας µη-µαρκαρισµένος πράκτορας στην
κατάσταση c για να τον επαναφέρει στην a (όλα τα c µαρκάρονται πριν να έχει
ολοκληρωθεί το γινόµενο, αφού είναι λιγότερα από αυτό). Εποµένως, στην
περίπτωση αυτή το πρωτόκολλο απαντάει ορθά ‘‘απόρριψη’’, αφού O(ȧ) = 0.
Τέλος, όταν Nc > Na · Nb κάποιοι πράκτορες στην c ϑα παραµείνουν για
πάντα αµαρκάριστοι, αφού το γινόµενο ϑα ολοκληρωθεί πριν να µαρκαρι-
στούν όλα τα c, δηλαδή, ϑα αποµένουν κάποια c ενώ δεν ϑα υπάρχει κανένα
µη-χρησιµοποιηµένο Ϲεύγος (a, b) για να µαρκάρει έστω και ένα από αυτά.
Προφανώς, και εδώ το V arProduct ορθά απαντάει ‘‘απόρριψη’’.

Είναι εύκολο να παρατηρήσει κανείς ότι το συγκεκριµένο πρωτόκολλο έχει
και ένα επιπρόσθετο χαρακτηριστικό : Σε κάθε υπολογισµό οι καταστάσεις
του τελικά παύουν να µεταβάλονται.

Ορισµός 19. ΄Ενα πρωτόκολλοA λέγεται πρωτόκολλο µε σταθεροποιούµενες
καταστάσεις, εάν σε κάθε υπολογισµό τοA ϕτάνει σε κάποιο πεπερασµένο ϐήµα
k σε µία διαµόρφωση Ck τ.ώ. Ct = Ck, για κάθε t ≥ k.

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι οι σταθεροποιούµενες καταστάσεις είναι πιο
ισχυρό χαρακτηριστικό απ’ την απλή σταθεροποίηση αφού κάθε πρωτόκολλο
µε σταθεροποιούµενες καταστεις πάντοτε σταθεροποιείται (αφού παύουν να
αλλάζουν οι καταστάσεις του σίγουρα παύουν να αλλάζουν και οι έξοδοί του).

΄Οπως έχουµε ήδη δει, ο κλασικός σταθερός υπολογισµός µε την παραδο-
χή εξόδου κατηγορηµάτων απαιτεί όλοι οι πράκτορες να συµφωνούν τελικά
στην ορθή τιµή εξόδου. ΄Οµως, το V arProduct δεν ϕαίνεται να πληροί αυτή
την προϋπόθεση ή µε άλλα λόγια ακόµα δεν έχουµε δείξει ότι το Nc = Na ·Nb



5.3 Υπολογισιµότητα στο Μοντέλο MPP 81

επιδέχεται δροµολογητή ισχυρά. Θα δείξουµε τώρα ότι µε µία µικρή τροπο-
ποίηση η παραδοχή εξόδου κατηγορηµάτων ικανοποιείται.

Ας παρατηρήσει ο αναγνώστης ότι η οδηγία r ορίζει ένα ηµιγραµµικό
κατηγόρηµα πάνω στα πολυσύνολα των καταστάσεων (στοιχεία του Q). Για
να γίνει αυτό εµφανές, αρκεί να γράψουµε τυπικά την οδηγία r ως (Nc >
0) ∨ (Nȧ > 0). Το γεγονός ότι είναι ηµιγραµµικό αρκεί για να γνωρίζουµε
ότι υπάρχει ένα πρωτόκολλο πληθυσµού B′ µε σταθεροποιούµενες εισόδους
από το σύνολο Q των καταστάσεων του V arProduct που το υπολογίζει σταθε-
ϱά (λόγω του Πορίσµατος 9). Επιπρόσθετα, το Πόρισµα 12 συνεπάγεται ότι
υπάρχει ένα πρωτόκολλο µε διαµεσολαβητή B µε σταθεροποιούµενες εισό-
δους που είναι ισοδύναµο µε το B′ (αυτό που αγνοεί ό, τι αφορά στις ακµές
και λειτουργεί ακριβώς όπως και το B′), που, δηλαδή, υπολογίζει σταθερά
και ισχυρά (µε την παραδοχή εξόδου κατηγορηµάτων) το κατηγόρηµα που
ορίζεται από την r. Επιπρόσθετα, το V arProduct έχει σταθεροποιούµενες
καταστάσεις, εποµένως, η σύνθεσή του µε το B (τα δύο πρωτόκολλα τρέχουν
παράλληλα µε Ϲεύγη καταστάσεων που ϑυµούνται τις καταστάσεις του κάθε
πρωτοκόλλου) παρέχει σταθεροποιούµενες εισόδους στο B. Εάν τώρα πάρου-
µε την απάντηση του απο κοινού πρωτοκόλλου από την έξοδο του B, τότε
είναι εύκολο να δείξουµε ότι η σύνθεση υπολογίζει σταθερά και ισχυρά το
Nc = Na ·Nb.

Θα διατυπώσουµε τώρα ένα ϑεώρηµα σύνθεσης πρωτοκόλλων για να γενι-
κεύσουµε αυτή την παρατήρηση. Το αξιοσηµείωτο είναι ότι το ϑεώρηµα αυτό
ισχύει για οποιαδήποτε οικογένεια κατευθυνόµενων και συνεκτικών γράφων
επικοινωνίας G. Στο ϑεώρηµα αυτό χρησιµοποιούµε το σύµβολο C για να
υποδηλώσουµε ένα πρωτόκολλο και όχι για το σύνολο όλων των δυνατών δια-
µορφώσεων δικτύου.
Θεώρηµα 18. Κάθε πρωτόκολλο πληθυσµού µε διαµεσολαβητή A, που υ-
πολογίζει σταθερά ένα κατηγόρηµα p µε σταθεροποιούµενες καταστάσεις σε
κάποια οικογένεια κατευθυνόµενων και συνεκτικών γράφων επικοινωνίας G,
και που περιέχει µία οδηγία r που ορίζει ένα ηµιγραµµικό κατηγόρηµα t πά-
νω στα πολυσύνολα των καταστάσεων πρακτόρων του A, µπορεί να συντεθεί
µε ένα αποδεδειγµένα υπάρχον πρωτόκολλο πληθυσµού µε διαµεσολαβητή B,
το οποίο υπολογίζει σταθερά και ισχυρά (δηλαδή, επιπλέον µε την παραδοχή
εξόδου κατηγορηµάτων) το t µε σταθεροποιούµενες εισόδους στην G, για να
δώσει ένα νέο πρωτόκολλο πληθυσµού µε διαµεσολαβητή C που ικανοποιεί τις
ακόλουθες ιδιότητες :

• Το πρωτόκολλο C σχηµατίζεται από τη σύνθεση των A και B,
• η είσοδός του είναι η είσοδος του A,

• η έξοδός του είναι η έξοδος του B, και
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• το C υπολογίζει σταθερά και ισχυρά το p (δηλαδή, όλοι οι πράκτορες
συµφωνούν τελικά στην ορθή έξοδο) στην G.

Απόδειξη. Το πρωτόκολλο A έχει σταθεροποιούµενες καταστάσεις και µία
οδηγία r που ορίζει ένα ηµιγραµµικό κατηγόρηµα t πάνω στα πολυσύνολα
των καταστάσεων πρακτόρων του A. ΄Εστω XA το αλφάβητο εισόδου του A,
QA το σύνολο καταστάσεων του A, δA η συνάρτηση µετάβασης του A και
οµοίως για κάθε άλλη συνιστώσα του A. Θα χρησιµοποιούµε τους δείκτες B
και C για τις αντίστοιχες συνιστώσες των άλλων δύο πρωτοκόλλων.

Αφού το κατηγόρηµα t είναι ηµιγραµµικό, σύµφωνα µε το Πόρισµα 9 υ-
παχει ένα πρωτόκολλο πληθυσµού B′ που το υπολογίζει σταθερά µε σταθερο-
ποιούµενες εισόδους στην µη-περιορισµένη οικογένεια γράφων επικοινωνίας
Gd

Unr. Για κάθε οικογένεια κατευθυνόµενων και συνεκτικών γράφων G ισχύει
G ⊆ Gd

Unr, και ως εκ τούτου κάθε κατηγόρηµα που είναι σταθερά υπολογίσι-
µο (µε ή χωρίς σταθεροποιούµενες εισόδους) στην Gd

Unr ϑα είναι επίσης και
στην G, αφού είναι σταθερά υπολογίσιµο σε κάθε πιθανό γράφο επικοινωνίας.
΄Ετσι, το B′ υπολογίζει σταθερά το t µε σταθεροποιούµενες εισόδους στην G.
Επιπρόσθετα, σύµφωνα µε το Πόρισµα 12, υπάρχει επίσης και ένα πρωτό-
κολλο πληθυσµού µε διαµεσολαβητή B (αυτό που κάνει τα ίδια µε το B′ και
απλώς αγνοεί τις επιπρόσθετες συνιστώσες του νέου µοντέλου) που υπολογίζει
σταθερά και ισχυρά το t µε σταθεροποιούµενες εισόδους στην G. Το αλφά-
ϐητο εισόδου του B είναι XB και η συνάρτηση µετάβασης είναι της µορφής
δB : (QA ×QB)× (QA ×QB)→ QB ×QB, αφού δεν υπάρχει λόγος να καθο-
ϱίσουµε καταστάσεις ακµών (τυπικά ϑα έπρεπε, αλλά το πρωτόκολλο ούτως
ή άλλως τις αγνοεί). Το QA είναι το σύνολο των καταστάσεων πρακτόρων του
A και ταυτόχρονα οι είσοδοι του B που τελικά σταθεροποιούνται.

Ορίζουµε ένα πρωτόκολλο πληθυσµού µε διαµεσολαβητή C ως εξής : XC =
XA, YC = YB = {0, 1}, QC = QA × QB, IC : XA → QC που ορίζεται ως
IC(x) = (IA(x), iB), για κάθε x ∈ QC, όπου iB ∈ QB είναι η αρχική κατάσταση
του πρωτοκόλλου B, SC = SA, ιC : XC → SC, δηλαδή, ιC(x) = ιA(x), για
κάθε x ∈ XC, OC(a, b) = OB(b), για κάθε q = (a, b) ∈ QC, και τέλος η
συνάρτηση µετάβασής του δC : QC × QC × SC → QC × QC × SC (ϕυσικά δεν
συµπεριλαµβάνουµε κόστη, αφού δεν µας χρειάζονται καθόλου σε αυτή την
περίπτωση) ορίζεται ως

δC((a, b), (a′, b′), s) = ((δA1(a, a
′, s), δB1((a, b), (a

′, b′))),

(δA2(a, a
′, s), δB2((a, b), (a

′, b′))),

δA3(a, a
′, s)),

όπου για δA(x, y, z) = (x′, y′, z′) (στην συνάρτηση µετάβασης του A), έχουµε
ότι δA1(x, y, z) = x′, δA2(x, y, z) = y′, δA3(x, y, z) = z′, και οµοίως για την δB.
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∆ιαισθητικά, το C αποτελείται από τα A και B που τρέχουν παράλληλα. Η
κατάσταση κάθε πράκτορα είναι ένα Ϲεύγος c = (a, b), όπου a ∈ QA, b ∈ QB
και η κατάσταση κάθε ακµής είναι στοιχείο του SA. Αρχικά, κάθε πράκτορας
αισθάνεται (διαβάζει) µία είσοδο x απ’ το XA η οποία µετατρέπεται µέσω της
IC σε ένα τέτοιο Ϲεύγος, όπου a = IA(x) και b είναι πάντοτε µία ειδική αρχική
κατάσταση του B, iB ∈ QB. ΄Οταν δύο πράκτορες µε καταστάσεις (a, b) και
(a′, b′) αλληλεπιδρούν µέσω µίας ακµής στην κατάσταση s, τότε το πρωτό-
κολλο A ανανεώνει τις πρώτες συνιστώσες των καταστάσεων των πρακτόρων,
δηλαδή, τις a και a′, και την κατάσταση s της ακµής, σα να µην υπήρχε το
πρωτόκολλο B. Από την άλλη µεριά, το B ανανεώνει τις δεύτερες συνιστώσες
λαµβάνοντας υπ’ όψιν του τις πρώτε συνιστώσες σαν αυτές να παίζουν το ϱόλο
των ξεχωριστών ϑυρών εισόδου στις οποίες το τρέχον σύµβολο εισόδου κάθε
πράκτορα είναι διαθέσιµο σε κάθε αλληλεπίδραση (το B ϑεωρεί τις καταστά-
σεις του A ως σύµβολα εισόδου που µπορούν να µεταβάλλονται αυθαίρετα
µεταξύ δύο διαδοχικών υπολογιστικών ϐηµάτων, αλλά η αλήθεια εδώ είναι
ότι µεταβάλλονται µόνο λόγω του υπολογισµού του A). Αφού οι πρώτες συ-
νιστώσες των καταστάσεων πρακτόρων του C τελικά σταθεροποιούνται, λόγω
του ότι το A έχει σταθεροποιούµενες καταστάσεις, το πρωτόκολλο B αποκτά
τελικά σταθερές εισόδους (παύουν να µεταβάλλονται). ΄Ετσι, το B ϑα αρχίσει
τότε να λειτουργεί ορθά και ϑα υπολογίσει σταθερά και ισχυρά το t σα να είχε
ξεκινήσει τον υπολογισµό µε αµετάβλητη είσοδο την τελική διαµόρφωση του
A. ΄Οµως, αφού το t παρέχει την ορθή απάντηση για το p εάν εφαρµοσθεί
στην τελική (σταθερή) διαµόρφωση του A, είναι προφανές ότι το C υπολογίζει
σταθερά και ισχυρά το p στην G και µε αυτό ολοκληρώνεται η απόδειξη.

Ορισµός 20. ΄Εστω SEM η κλάση των κατηγορηµάτων που είναι σταθερά υπο-
λογίσιµα, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό του σταθερού υπολογισµού, από το
ϐασικό µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών (δηλαδή, ακριβώς τα ηµιγραµ-
µικά κατηγορήµατα), και έστω MP η κλάση των αριθµητικών κατηγορηµάτων
επιδέχονται διαµεσολαβητή ισχυρά στο ϐασικό MPP µοντέλο.

Για τον ορισµό των αριθµητικών κατηγορηµάτων ο αναγνώστης καλείται
να ανατρέξει παρακάτω στον Ορισµό 23.

Θεώρηµα 19. Η SEM είναι γνήσιο υποσύνολο της MP.

Απόδειξη. Το Πόρισµα 11 συνεπάγεται ότι SEM ⊆ MP . Το Θεώρηµα 17
δείχνει ότι υπάρχει ένα µη-ηµιγραµµικό κατηγόρηµα, p : Nc = Na · Nb,
το οποίο ϕυσικά γνωρίζουµε ότι δεν ανήκει στην SEM , αλλά είναι υπολο-
γίζεται σταθερά από το ϐασικό MPP µοντέλο (σύµφωνα µε τον ορισµό του
σταθερού υπολογισµού του νέου µοντέλου). Το πρωτόκολλο µε διαµεσολα-
ϐητή V arProduct που υπολογίζει σταθερά το p περιέχει µία οδηγία εξόδου
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r που ορίζει ένα ηµιγραµµικό κατηγόρηµα πάνω στα πολυσύνολα των κατα-
στάσεων του V arProduct. Συνεπώς, το Θεώρηµα 18 µπορεί να εφαρµοσθεί
και τελικά το p επιδέχεται διαµεσολαβητή ισχυρά (δηλαδή, όλοι οι πράκτο-
ϱες συµφωνούν τελικά στην σωστή έξοδο, σύµφωνα µε την παραδοχή εξόδου
κατηγορηµάτων) στο ϐασικό MPP µοντέλο, µε άλλα λόγια το p ανήκει στην
MP .

Το Θεώρηµα 19 αποδεικνύει, προφανώς, αυτό που είπαµε στην αρχή της
παρούσας ενότητας, ότι δηλαδή το µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών µε
διαµεσολαβητή είναι υπολογιστικά ισχυρότερο από το µοντέλο των πρωτοκόλ-
λων πληθυσµών. Επίτηδες επιλέξαµε να περιορίσουµε και τα δύο µοντέλα σε
πλήρεις γράφους επικοινωνίας, γιατί πρώτα απ’ όλα για τους γράφους αυτούς
είναι που γνωρίζουµε το αποτέλεσµα σχετικά µε την κλάση που υπολογίζει το
µοντέλο των πρωτοκόλλων πληθυσµών (ηµιγραµµικά κατηγορήµατα) και κα-
τά δεύτερον έπρεπε να προσέξουµε να µην δώσουµε στο ένα µοντέλο περισσό-
τερη ισχύ από το άλλο µέσω διαφορετικού γράφου επικοινωνίας (γνωρίζουµε
π.χ. ότι ένας κατευθυνόµενος γραµµικός γράφος, που αποτελείται, δηλαδή,
από ένα µόνο κατευθυνόµενο µονοπάτι, µπορεί να προσοµοιώσει µία µηχα-
νή Turing γραµµικού χώρου). Τέλος, πέραν από αυτό το απλό παράδειγµα
(το κατηγόρηµα Nc = Na · Nb) που χρησιµοποιήσαµε διότι ϐοηθούσε πολύ
στο να αποδείξουµε τα λεγόµενά µας, ϕαίνεται ότι υπάρχουν πολλά ακόµα
νέα πράγµατα που προσφέρει το MPP µοντέλο. Για παράδειγµα, το µοντέλο
των πρωτοκόλλων πληθυσµών δεν έχει τη δυνατότητα να ϐρίσκει υπογράφους
και εµείς ήδη παρουσιάσαµε ορισµένα πρωτόκολλα µε διαµεσολαβητή που
το κάνουν µε επιτυχία.

5.3.2 Μη-οµοιόµορφα ΄Ανω Φράγµατα Υπολογισιµότητας

Ορισµός 21. ΄Εστω UMP η κλάση των κατηγορηµάτων που επιδέχονται διαµε-
σολαβητή σε οποιαδήποτε οικογένεια G µη-κατευθυνόµενων συνεκτικών γρά-
ϕων επικοινωνίας και DMP η κλάση των κατηγορηµάτων που επιδέχονται δια-
µεσολαβητή σε οποιαδήποτε οικογένεια G ′ κατευθυνόµενων συνεκτικών γρά-
ϕων επικοινωνίας

΄Εστω m το πλήθος των ακµών οποιουδήποτε γράφου επικοινωνίας G.

Θεώρηµα 20. Κάθε κατηγόρηµα που ανήκει είτε στην DMP είτε στην UMP
ανήκει επίσης και στην κλάση NSPACE(m).

Απόδειξη. ΄Εστω A ένα πρωτόκολλο µε διαµεσολαβητή που υπολογίζει στα-
ϑερά ένα τέτοιο κατηγόρηµα p σε κάποια οικογένεια γράφων επικοινωνίας
G, και έστω G ∈ G οποιοσδήποτε γράφος αυτής της οικογένειας. Αφού ο G
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είναι πάντοτε συνεκτικός, έχουµε ότι m ≥ n − 1 (απαιτούνται τουλάχιστον
n− 1 ακµές για να συνδέσουν n κόµβους). Μία διαµόρφωση δικτύου µπορεί
να αναπαρασταθεί αποθηκεύοντας µία κατάσταση για κάθε κόµβο και µία
κατάσταση για κάθε ακµή του G. Αυτό χρειάζεται O(m) χώρο (στην πραγµα-
τικότητα είναι m + n, αλλά αφού m ≥ n − 1, το m υπερισχύει). Γνωρίζουµε
ϕυσικά ότι κάθε κατηγόρηµα p αντιστοιχεί σε µία γλώσσα L, όπου τα στοι-
χεία της γλώσσας είναι το στήριγµα του κατηγορήµατος, δηλαδή, τα στοιχεία
του πεδίου ορισµού τα οποία το κατηγόρηµα αντιστοιχίζει στην τιµή 1. ΄Αρα,
χ.β.τ.γ. µπορούµε να πούµε ότι το A υπολογίζει σταθερά τη γλώσσα L που
αντιστοιχεί στο κατηγόρηµα p.

Θα παρουσιάσουµε τώρα µία ανταιτιοκρατική (µη-ντετερµινιστική) µηχα-
νή Turing MA που διαγιγνώσκει την L σε χώρο O(m). Η MA λειτουργεί ως
εξής : Για να αποδεχθεί κάποια ανάθεση εισόδου x, η MA πρέπει να επαλη-
ϑεύσει δύο συνθήκες :

1. ΄Οτι υπάρχει κάποια διαµόρφωση C που είναι προσβάσιµη από την I(x)
(όπου I(x) αρχική διαµόρφωση που αντιστοιχεί στην ανάθεση εισόδου
x), στην οποία όλες οι σχετικές καταστάσεις ικανοποιούν την οδηγία
εξόδου r, και

2. ότι δεν υπάρχει διαµόρφωση C ′ προσβάσιµη απ’ την C, στην οποία η r
να παραβιάζεται.

Η πρώτη συνθήκη επαληθεύεται µαντεύοντας και ελέγχοντας µία ακολουθία
διαµορφώσεων δικτύου, ξεκινώντας από την I(x) και ϕτάνοντας σε µία τέτοια
C. Η MA µαντεύει κάποια Ci+1 κάθε ϕορά, επαληθεύει ότι Ci → Ci+1 (ξεκι-
νάει από την C0 = I(x), δηλαδή, για i = 0) και, εάν αυτό ισχύει, αντικαθιστά
την Ci µε την Ci+1, αλλιώς ‘‘πετάει’’ αυτήν την Ci+1. Η δεύτερη συνθήκη
είναι το συµπλήρωµα ενός παρόµοιου προβλήµατος προσβασιµότητας. Αλλά
η κλάση NSPACE είναι κλειστή ως προς το συµπλήρωµα, όπως αποδείχθη-
κε από τον Immerman στο [15], για όλες τις χωρικές συναρτήσεις ≥ log n.
Εποµένως, η MA διαγιγνώσκει την L σε χώρο O(m).

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι σε ό, τι αφορά στην DMP ακόµα και ένα
πρωτόκολλο πληθυσµού, όπως είδαµε και στην προηγούµενη ενότητα, του
οποίου ο G είναι µία κατευθυνόµενη γραµµή, µπορεί να προσοµοιώσει µία
αιτιοκρατική (ντετερµινιστική) µηχανή Turing γραµµικού χώρου [3]. Εποµέ-
νως, αν λάβουµε υπ’ όψιν το ϑεώρηµα του Savitch [20], που διατυπώνει ότι
NSPACE(f(n)) ⊆ SPACE(f 2(n)), µπορούµε άτυπα να πούµε ότι ηDMP
ϐρίσκεται µεταξύ των κλάσεων NSPACE(

√
n) και NSPACE(m). Ωστόσο,

για την UMP γνωρίζουµε µόνον ότι SEM ⊂ UMP ⊆ NSPACE(m).
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5.3.3 Προσοµοιώνοντας το Πιθανοτικό MPP

Ορισµός 22. ΄Ενα πιθανοτικό MPP (είτε σε κατευθυνόµενο είτε σε µη-κατευ-
ϑυνόµενο G) είναι ένα πρωτόκολλο πληθυσµού µε διαµεσολαβητή του οποίου
ο (δίκαιος) δροµολογητής επιλέγει κάθε ϕορά ισοπίθανα κάποια απ’ τις ακµές
τουG (οµοιόµορφη κατανοµή) και εν συνεχεία εφαρµόζει τον αντίστοιχο κανόνα
µετάβασης.

΄Εστω, xq το πλήθος των πρακτόρων στην κατάσταση q κατά την διαµόρ-
ϕωση C. ΄Εστω eijt το πλήθος των ακµών του G που συνδέουν έναν πράκτορα
στην κατάσταση i µε έναν πράκτορα στην κατάσταση j και οι ίδιες είναι στην
κατάσταση ακµής t.

Ορισµός 23. ΄Ενα Peano κατηγόρηµα πάνω στο {xq, eijt}, όπου i, j, q ∈ Q
και t ∈ S, είναι ένα κατηγόρηµα στην Peano αριθµητική πάνω στους αριθµούς
{xq, eijt}. Καλούµε τα κατηγορήµατα αυτά µε το όνοµα αριθµητικά κατηγορή-
µατα.

΄Εστω τώρα ένα πιθανοτικό MPP A που διαγιγνώσκει ένα αριθµητικό κα-
τηγόρηµα (δηλαδή, τη γλώσσα που του αντιστοιχεί) µε πιθανότητα 1/2 + ε,
όπου ε > 0. ΄Ενα τέτοιο πιθανοτικό MPP επάγει µία Μαρκοβιανή αλυσίδαM
µε µόνο πολυωνυµικό πλήθος καταστάσεων ως προς το n, ως εξής :

1. Οι καταστάσεις της αλυσίδας είναι οι αριθµοί (xq), q ∈ Q και (eijt),
i, j ∈ Q, t ∈ S για µία διαµόρφωση C. Αφού x1 + . . . + x|Q| = n,
και eijt ≤ xi · xj, και

∑
i,j,t eijt = m, έχουµε το πολύ n|Q| ·m|S| τέτοιες

καταστάσεις, δηλαδή, έναν πολυωνυµικό (ως προς το n) αριθµό, λ,
καταστάσεων.

2. ΄Εστω a, b δύο καταστάσεις της αλυσίδας όπως προηγουµένως. Μπο-
ϱούµε εύκολα να υπολογίσουµε την πιθανότητα µετάβασης pab, λό-
γω της ανωνυµίας του MPP και λόγω του ότι ο δροµολογητής επι-
λέγει ισοπίθανα µεταξύ των ακµών. Για τον κανόνα (µετάβαση) r :
(q1, q2, s)→ (q′1, q

′
2, s

′) έχουµε xq(b) = xq(a)− lhsr(q)+rhsr(q), για κά-
ϑε q ∈ {q1, q2, q′1, q′2}, όπου το lhsr(q) (rhsr(q)) συµβολίζει το πλήθος των
εµφανίσεων του q στο αριστερό (δεξί) σκέλος του κανόνα r (χωρίς να συµ-
περιλαµβάνεται η πιθανότητα να ισχύει s = q), και εάν q1 = q′1, q2 = q′2,
s = s′, τότε eq′1,q′2,s′(b) = eq′1,q′2,s′(a), αλλιώς eq′1,q′2,s′(b) = eq′1,q′2,s′(a) + 1,
και eq1,q2,s(b) = eq1,q2,s(a) − 1. Η πιθανότητα µετάβασης από την κατά-
σταση a στην κατάσταση b είναι απλώς eq1,q2,s(a)/m. ∆ηλαδή, όλες οι
pab µπορούν να υπολογισθούν σε πολυωνυµικό χρόνο.

΄Εστω τώρα P = {pab} το µητρώο µεταβάσεων της Μαρκοβιανής αλυσίδας.
Παρουσιάζουµε µία αιτιοκρατική µηχανή Turing, TMM,A, που λειτουργεί
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ως εξής : Η TMM,A επιλύει σε πολυωνυµικό χρόνο το σύστηµα π = π · P
για το διάνυσµα γραµµής π = [π1 . . . πλ] (ας παρατηρήσει ο αναγνώστης ότι∑λ

i=1 π = 1), για να ϐρει την ευσταθή κατανοµή π τηςM εάν αυτή υπάρχει.
Εάν µία τέτοια π δεν υπάρχει, η TMM,A απορρίπτει. ∆ιαφορετικά, η TMM,A
µπορεί να προσδιορίσει το σύνολο, L, όλων των καταστάσεων της M που
ικανοποιούν το αριθµητικό κατηγόρηµα, και να υπολογίσει (αθροίζοντας) την
αθροιστική πιθανότητά τους

∑
a∈L πa. Εάν

∑
a∈L πa ≥ 1/2+ ε, τότε η TMM,A

αποδέχεται, διαφορετικά, απορρίπτει. Εποµένως, έχουµε µόλις αποδείξει το
ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 21. Το σύνολο των αριθµητικών κατηγορηµάτων που είναι διαγνώ-
σιµα από ένα πιθανοτικό πρωτόκολλο πληθυσµού µε διαµεσολαβητή µε πιθα-
νότητα τουλάχιστον 1/2+ ε, όπου ε > 0, ανήκουν στην κλάση P (αιτιοκρατικός
πολυωνυµικός χρόνος).



88 Υπολογιστική Ισχύς του MPP



Βιβλιογραφία

[1] I.F. Akyildiz, W. Su, Y. Sankarasubramaniam, and E. Cayirci. Wire-
less Sensor Networks: a Survey. In the Journal of Computer Networks,
38, 393-422, 2002.

[2] D. Angluin, J. Aspnes, M. Chan, M. J. Fischer, H. Jiang, and R.
Peralta. Stably computable properties of network graphs. In Proc. Di-
stributed Computing in Sensor Systems: 1st IEEE International Con-
ference, pages 63-74, 2005.

[3] D. Angluin, J. Aspnes, Z. Diamadi, M.J. Fischer, and R. Peralta. Com-
putation in networks of passively mobile finite-state sensors. In 23rd
Annual ACM Sympsium on Principles of Distributed Computing (PODC),
pages 290-299, New York, NY, USA, 2004. ACM.

[4] D. Angluin, J. Aspnes, Z. Diamadi, M.J. Fischer, and R. Peralta. Com-
putation in networks of passively mobile finite-state sensors. Distri-
buted Computing, 18(4): 235-253, 2006.

[5] D. Angluin, J. Aspnes, and D. Eisenstat. Fast computation by popu-
lation protocols with a leader. Distributed Computing, 21(3): 183-199,
Sept. 2008.

[6] D. Angluin, J. Aspnes, and D. Eisenstat. Stably computable predica-
tes are semilinear. In Proc. 25th Annual ACM Symposium on Principles
of Distributed Computing, pages 292-299, 2006.

[7] D. Angluin, J. Aspnes, D. Eisenstat, and E. Ruppert. The compu-
tational power of population protocols. Distributed Computing, 20(4):
279-304, November 2007.

[8] D. Anlguin, L. G. Valiant. Fast probabilistic algorithms for Hamilto-
nian circuits and matchings. Journal of Computer and Systems Scie-
nces, 18, 1979, pages 155-193.



90 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦ�ΙΑ

[9] J. Aspnes and E. Ruppert. An introduction to population protocols.
Bulletin of the European Association for Theoretical Computer Science,
93:98-117, October 2007. Columns: Distributed Computing, Editor:
M. Mavronicolas.

[10] J. Beauquier, J. Clement, S. Messika, L. Rosaz, and B. Rozoy. Self-
stabilizing counting in mobile sensor networks. Technical Report
1470, LRI, Université Paris-Sud 11, 2007.
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